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《高等数学 A 上册》教 案

授课时间 第 6 周 课次 第 1 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第一章 函数与极限

第一节 映射与函数

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）理解映射、函数的基本概念；

（2）理解函数的概念，能够求解函数的定义域、判断两个函数是否为同一函

数；

（3）掌握函数四种性质（单调性、奇偶性、有界性和周期性）的分析与判断；

（4）理解反函数和复合函数的概念；

（5）掌握基本初等函数的概念，熟练掌握基本初等函数的图形和主要性质；

（6）理解初等函数的概念；

（7）理解分段函数的概念，能够画一些简单分段函数的图形。

思政育人目标：

通过比较中学数学与大学数学的区别，了解数学，体会数学的“无处不在”以

及科学性和严谨性；帮助学生形成良好的学习习惯，体会数学中对立统一的辩证思

想，从有限认识无限，理解有限与无限，将空间图形联系到实际生活，体会数学的

辩证统一。

教学重点及难点：

教学重点：函数的概念和四种性质

教学难点：反函数、复合函数、基本初等函数、分段函数的作图

应对策略：为准确而深刻的理解函数的概念，集合与映射的知识是必不可少的，

本节将简要复习回顾集合、映射的一些基本概念，在此基础上引出函数的概念。

作业、讨论题、思考题：

作业 习题 1-1 T2（1）（2）；T4 ； T7（4）（6）

讨论题 （1）什么是函数？

（2）函数在我们的日常生活中有什么用途？

思考题 习题 1-1 T1（1）（4）（8）；
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课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了区间和邻域、函数的概念、函数的几种特性、反函数与复合函数、初

等函数的相关知识及其应用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

以学生为主体，通过练习的方式，对应于映射的概念，尝试写出函数的概念。

教学反思

本节课的教学效果整体不错，大部分学生都能很好地掌握并运用所学知识，只是有

小部分学生在课堂测验时出现了一些错误。在课堂上有针对性地对一些典型错误进

行了讲解，并引导学生对所犯的错误进行了认识和反思，防止其以后再犯同类错误。

下节课预习重点：

数列极限

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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知识

讲解

35M

【教师】讲解映射、函数的概念

1.映射的概念

设 YX , 是两个非空集合，如果存在一个法则 f ,使得对 X 中的每一个元素

x，按照法则 f ，在Y 中都有唯一确定的元素 y与之对应，那么称 f 为从

X 到Y 的映射记作 YXf :

2.逆映射、复合映射的概念

3.函数的概念

定义：设数集 RD  ，则称映射 RDf : 为定义在 D 上的函数 记

为 Dxxfy  ),(

自变量、因变量、定义域、值域、函数值用 f 、 g、

函数相等：定义域、对应法则相等

自然定义函数；单值函数；多值函数、单值分枝.
案例 1 移动公司规定的短信收费标准为：当月所发短信不超过 500 条的，只

收月租费 25 元；超过 500 条的，每条加收 0.1 元，则短信费用和用户当月所

发短信条数的关系可表示为

25 500
25 0.1( 500) 500

x
y

x x


    

， ，

， ．

�

案例 2 去银行存钱，假设一年期整存整取的年利率为 2.25%，则存款金额 x

与一年到期时的利息 y 之间的对应关系如表 1-1 所示．

表 1-1

存款金额 x/元 500 1 000 2 000 5 000 10 000 20 000

一年到期时利息 y/元 11.25 22.5 45 112.5 225 450

案例 3 某地气温 T 与时间 t 的关系如图 1-1 所示．

图 1-1

学习区间

和邻域、

函数的概

念、函数

的几种特

性、反函

数与复合

函数。边

做边讲，

及时巩固

练习，实

现教学做

一体化
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以上列举的案例，有一个共性：在同一过程中有着两个相互依赖的变量，当其

中一个量在某数集内取值时，按一定的规则，另一个量有唯一确定的值与之对

应．变量之间的这种关系就是函数关系．

定义 1 设数集D  R ，变量 x D ，若当变量 x 在非空数集 D 内任取一数值

时，变量 yR 依照某一对应法则 f 总有唯一确定的数值与之对应，则称 f为

D到 R 的函数，通常记作 :f D R ，或 ( )y f x ， x D ．

其中，x称为自变量，y称为因变量，自变量 x的取值范围 D称为函数的定义

域，因变量 y的取值集合称为函数的值域．

例 1 求下列函数的定义域：

（1） 2

3
5 2

y
x x




；

（2） 29y x  ；

（3）
1

ln( 1)
y

x



．

解（1）在分式中分母不能为零，所以 25 2 0x x  ，解得
2
5

x   且 0x  ，即

定义域为
2 2 0 (0 )
5 5

          
   

 ， ， ， ．

（2）在偶次根式中，被开方式必须大于等于零，所以有 29 0x � ，解得

3 3x � � ，即定义域为[ 3 3] ， ．

（3）在对数式中，真数必须大于零，所以 1 0x   ，即 1x  ．又因分式中分

母不能为零，所以 ln( 1) 0x   ，即 1 1x   ，即 2x  ．综合起来得出所求函

数的定义域为 (1 2) (2 ) ， ， ．

【学生】理解函数的概念，能够计算函数的定义域、判断两个函数是否为同一函数

【教师】讲解函数的几种特性，并通过例题讲解介绍其应用

1．奇偶性

一般地，设函数 ( )y f x 在集合 D 上有定义，如果对任意的 x D ，恒有

( ) ( )f x f x  ， 则 称 ( )f x 为 偶 函 数 ； 如 果 对 任 意 的 x D ， 恒 有

( ) ( )f x f x   ，则称 ( )f x 为奇函数．

例 2 判断函数 2( ) ln( 1 )f x x x   的奇偶性．

解 函数 2( ) ln( 1 )f x x x   的定义域为全体实数 R，且

2 2

2

1( ) ln( 1 ) ln ln( 1 ) ( )
1

f x x x x x f x
x x

           
 

，

故 2( ) ln( 1 )f x x x   是奇函数．
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2．单调性

一般地，设函数 ( )y f x 在区间 ( )a b， 内有定义，如果对于 ( )a b， 内的任意两

点 1x 和 2x ，当 1 2x x 时，有 1 2( ) ( )f x f x ，则称函数 ( )f x 在 ( )a b， 内单调增

加；如果对于 ( )a b， 内的任意两点 1x 和 2x ，当 1 2x x 时，有 1 2( ) ( )f x f x ，

则称函数 ( )f x 在 ( )a b， 内单调减少．

单调增加函数与单调减少函数统称为单调函数，若函数 ( )f x 在区间 ( )a b， 内

是单调函数，则称 ( )a b， 是该函数的单调区间．

3．周期性

一般地，设函数 ( )y f x 的定义域为 D，如果存在正数 T，使 ( ) ( )f T x f x 

成立，则称函数 ( )y f x 为周期函数，称 T 是它的一个周期．

若 T是函数的一个周期，则 2T ， 3T ，也都是它的周期．对周期函数

( )y f x ，若在它所有的周期中存在一个最小正数，则称之为最小正周期．通

常所称的周期均指的是最小正周期．例如，正弦函数 siny x 是周期为 2的

周期函数．周期为 T的周期函数，在长度为 T 的各个区间上，其函数的图像有

相同的形状．例如，对正弦函数 siny x ，在长度为 2的各个区间上，其图

像的形状显然是相同的．

4．有界性

一般地，设函数 ( )y f x 在集合 D上有定义，如果存在一个正数 M，对于所

有的 x D ，恒有 | ( ) |f x M� ，则称函数 ( )f x 在 D上是有界函数．如果不存

在这样的正数 M，则称 ( )f x 在 D上是无界函数．

【学生】掌握函数四种性质（单调性、奇偶性、有界性和周期性）的分析与判断

【教师】讲解反函数与复合函数，并通过例题讲解介绍其应用

1．反函数

定义 2 设函数 ( )y f x 的值域是 M，若对于 M中的每一个 y值，存在唯一

确定的 x值（满足 ( )y f x ）与之对应，则得到了一个定义在 M上的以 y为

自变量 x为因变量的新函数，记为 1( )x f y ，称其为 ( )y f x 的反函数．

例 2 求函数 3 1y x  的反函数．

解 将 x解出来得到 3 1x y  ，函数 3 1y x  的值域为 R，故其反函数为

3 1y x  ， xR ．

2．复合函数

一般地，设 y 是 u的函数 ( )y f u ，u 是 x 的函数 ( )u x ．如果 ( )u x 的

值域或其部分包含在 ( )y f u 的定义域中，则 y 通过 u构成 x的函数，称为 x

的复合函数，记作 [ ( )]y f x ．其中，x 是自变量，u称为中间变量．

例 3 指出下列复合函数由哪些简单函数复合而成：

（1） 3sin( 4)y x  ； （2）
1cot

5 xy  ．
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课堂

测验

10M

解（1）设 3 4u x  ，则 3sin( 4)y x  由 siny u ， 3 4u x  复合而成．

（2）设
1cotu
x

 ，则 5uy  ；设
1v
x

 ，则 cotu v ．所以，
1cot

5 xy  可以

看成是由 5uy  ， cotu v ，
1v
x

 三个函数复合而成的．

【学生】理解反函数和复合函数的概念

【教师】出几道测试题目，测试一下大家的学习情况

【学生】做测试题目

【教师】公布题目正确答案，并演示解题过程

【学生】核对自己的答题情况，对比答题思路，巩固答题技巧

【教师】讲解初等函数，并通过例题讲解介绍其应用

1．基本初等函数

（1）常数函数 y C （C 为常数），它的定义域为 ( )  ， ，其图像如图 1-3

所示．

图 1-3

（2）幂函数 y x （ 为实数），它的定义域随 而异．例如， 2y x ，
2
3y x ，

3y x ，
1
3y x ，定义域为 ( )  ， ；

1
2y x ，定义域为 [0 ) ， ； 1y x ，

定义域为 ( 0) (0 )  ， ， ；
1
2y x


 ，定义域为 (0 ) ， 等. 当 0  时，函

数的图像通过原点 (0 0)， 和点 (1 1)， ，在 (0 ) ， 内单调增加，如图 1-4 所示．当

0  时，函数的图像不过原点，但仍通过点 (1 1)， ，在 (0 ) ， 内单调减少，

如图 1-5 所示．当 为奇数时，函数 y x 是奇函数；当 为偶数时，函数

y x 是偶函数．

图 1-4

课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

图 1-5

（3）指数函数 ( 0 )xy a a a  ， ，它的定义域是 ( )  ， ，函数的图像

全部在 x轴上方，且通过点 (0 1)， ．当 1a  时，函数单调增加；当 0 1a 

时，函数单调减少，如图 1-6 所示．

图 1-6

（4）对数函数 log ( 0 1)ay x a a  ， ，它的定义域是 (0 ) ， ，函数的图

像全部在 y轴右侧，值域是 ( )  ， ．无论 a取何值，曲线都通过点 (1 0)， ，

如图 1-7 所示．当 1a  时，函数单调增加；当 0 1a  时，函数单调减少．

图 1-7

（5）三角函数．

正弦函数 siny x ，定义域为 ( )  ， ，值域为 [ 1 1] ， ，奇函数，以 2为

周期，有界，如图 1-8 所示．
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图 1-8

余弦函数 cosy x ，定义域为 ( )  ， ，值域为[ 1 1] ， ，偶函数，以 2为
周期，有界，如图 1-9 所示．

图 1-9

正切函数
sintan
cos

xy x
x

  ，定义域为 ( 0 1 2 )
2

x k k
      ， ， ， ，值域

为 ( )  ， ，奇函数，以为周期，在每一个连续区间内单调增加，以直

线
2

x k 
   ( 0 1 2 )k    ， ， ， 为渐近线，如图 1-10 所示．

图 1-10

余切函数
coscot
sin

xy x
x

  ，定义域为 ( 0 1 2 )x k k     ， ， ， ，值域为

( )  ， ，奇函数，以 为周期，在每一个连续区间内单调减少，以直线

( 0 1 2 )x k k     ， ， ， 为渐近线，如图 1-11 所示．

图 1-11
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（6）反三角函数．

反正弦函数 arcsiny x ，定义域为 [ 1 1] ， ，值域为
2 2
    
， ，单调增加的

奇函数，有界，如图 1-12 所示．

图 1-12

反余弦函数 arccosy x ，定义域为 [ 1 1] ， ，值域为 [0 ]， ，单调减少函数，

有界，如图 1-13 所示．

图 1-13

反正切函数 arctany x ，定义域为 ( )  ， ，值域为
2 2
   

 
， ，单调增加

的奇函数，有界，如图 1-14 所示．

图 1-14

反余切函数 arccoty x ，定义域为 ( )  ， ，值域为 (0 )， ，单调减少函数，

有界，如图 1-15 所示．

图 1-15
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课堂

小结

5M

2．初等函数

由基本初等函数经过有限次的四则运算及有限次的复合并且能用一个解析式

表示的函数称为初等函数．例如，
1 sinarctan
1 sin

xy
x





， 5 3ln cosy x ，

arccot
3e
x

y  都是初等函数．

3．分段函数

有些函数，对于其定义域内自变量 x 不同的取值，不能用一个统一的数学表达

式表示，而要用两个或两个以上的式子表示，这类函数称为分段函数．分段函

数是用若干个表达式表示的一个函数，其定义域是各个取值区间的并集．例如，

绝对值函数
0

| |
0

x x
y x

x x


   

， ，

， ，

�
其定义域为 ( )  ， ，其图像如图 1-16

所示．再如，取整函数 [ ]y x ，表示不超过 x 的最大整数，其定义域为

( )  ， ，值域为 Z，如 [ ] 3  ， [ 6.8] 7   ，
2 0
3
    

．取整函数的图像

如图 1-17 所示．

图 1-16 图 1-17

例 4 设函数

sin 4 1
( ) 1 1 3

5 1 3

x x
f x x

x x

 
 
 

， ，

， ，

， ，

�

�

�

求 ( )f  ， (1)f ， (3.5)f 及函数的定义域．

解 因为 [ 4 1)  ， ，所以 ( ) sin( ) 0f     ；

因为1 [1 3) ， ，所以 (1) 1f  ；

因为 3.5 [3 )  ， ，所以 (3.5) 5 3.5 1 16.5f     ；

函数 ( )f x 的定义域为 [ 4 )  ， ．

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了区间和邻域、函数的概念、函数的几种特性、反函数与复合函数、

初等函数的相关知识及其应用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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授课时间 第 6 周 课次 第 2 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第一章 函数与极限

第二节 数列的极限

第三节 函数的极限

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）理解数列的极限；

（2）掌握收敛数列的性质；

（3）理解函数的极限，会求函数的极限，包括函数在某点的左极限、右极限；

（4）理解函数极限的性质。

思政育人目标：

通过一些古诗、歌曲、绘画等形象的案例去感受“极限”，让学生充分感觉到

我国深厚的文化底蕴，激发学生的爱国情怀；深刻理解数列极限定义，认知有限和

无限的本质区别，隐喻滴水穿石，愚公移山的精神，调动学生学习兴趣。引导学生

运用所学知识揭示生活中的奥秘，在实践中深化认识，达到学以致用的目的不如坚

定的走下去，寻找“直挂云帆济沧海”的成功。

教学重点及难点：

教学重点：数列极限的定义、收敛数列的性质

教学难点：数列极限的证明、计算函数的极限、左极限和右极限

应对策略：通过一些古诗、歌曲、绘画等形象的案例去感受“极限”，如: 李

白的古诗《黄鹤楼送孟浩然之广陵》中的第三句话“孤帆远影碧空尽，唯见长江天

际流。”形象地描述了小船无限的变化过程。 在讲授极限概念时通过庄子的“截

杖问题”和刘徽的“割圆术”，引出并讲解数列以及数列的极限。

作业、讨论题、思考题：

习题 1-2 T1（1）（2）（3）（5）

习题 1-3 T1 T2（1）（3）（5）

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了数列极限的定义、收敛数列的性质、函数极限的概念、函数极限的性

质的相关知识及其应用。课后大家要多加练习，巩固认知。
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【学生】总结回顾知识点

以学生为主体，通过练习的方式，。

教学反思

本节课讲授了数列的极限及函数的极限，是本章节的重要内容，为后面的求极限打

基础，首先回顾数列的极限，随后引出函数的概念，并于数列的极限概念作比较，

让学生自主的发现问题，分析问题，最后采用具体例子让学生理解函数极限和左右

极限的含义和关系。

下节课预习重点：

无穷小与无穷大、极限的运算法则

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.



12

课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

35M

【教师】通过庄子的“截杖问题”和刘徽的“割圆术”，引出并讲解数列以及数列的

极限

案例 1 “一尺之棰，日取其半，万世不竭”．

分析 这是战国时期哲学家庄周所著的《庄子·天下篇》中的一句话，意思是

“一根长为一尺的木棒，每天截去一半，永远取不尽”．我们把每天取后剩下

的部分用算式表示可得数列：

1 1 1 1
2 4 8 2n ， ， ， ， ， ．

随着时间的推移，剩下的木棒长度越来越短，显然，当天数 n 无限增大时，剩

下的木棒长度将无限缩短，即剩下的木棒长度
1
2n

越来越接近于数 0．

案例 2 刘徽称“割之弥细，所失弥少，割之又割，以至不可割，则与圆周合

体而无所失亦”.

分析 “割圆术”求圆面积的作法和思路是：先作圆的内接正六边形，把它的

面积记为 1A；再作圆的内接正十二边形，其面积记为 2A ；再作圆的内接正二

十四边形，其面积记为 3A ；照此下去，把圆内接正 16 2n 边形的面积记为 nA ，

这样得到一个数列： 1A ， 2A ， 3A ，， nA ，如图 1-18 所示．

图 1-18

由图 1-18 可以看出，随着圆内接正多边形的边数无限增加，圆内接正多边形

的面积与圆的面积越来越接近．当边数 n无限增大时，圆内接正 16 2n 边形

的面积 nA 会无限接近圆的面积 A．

通过数学

史和数学

文化的记

载，提出

极限思

想，让学

生充分感

觉到我国

深厚的文

化底蕴，

激发学生

的爱国情

怀。学习

数列极限

的定义和

收敛数列

的性质。

边做边

讲，及时

巩固练

习，实现

教学做一

体化
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对于一些数列，如
1 1 2

3

nn
n n

        
      
       

， ， ，若当 n无限增加时，一般项无限

接近于某一个常数，则这个常数称为数列的极限．在数学上，需要从定量角

度定义数列的极限．

给定一个数列{ }na 和常数 a，为证明{ }na 的极限为 a，需要证明 n越来越大时，

| |na a 越来越趋于 0．为了定量描述随 n增大 | |na a 逐渐接近于 0，{ }na 与

a的接近程度可用 | |na a   （  为任意小的正数）代替． 越小，{ }na 越接

近于 a，满足 | |na a   成立的 na 的项数 n越大．因此，给定一个正数  ，

就存在一个正整数 N Z ，当 n N 时， | |na a   ，  越小，N就越大，

如图 1-19 所示．

图 1-19

定义 1 设{ }na 是数列，a为常数，若对任意给定的正数  ，总可以找到正整

数 N，使得所有满足 n N 的自然数 n，都有 | |na a   成立，则称数列{ }na

收敛于 a，a称为数列{ }na 的极限，记为 lim nn
a a


 ．

例 1 对数列
( 1)n

n
 
 
 

，当取 1 0.1  ， 2 0.01  ，求满足 1
( 1) 0

n

n


  ，

2
( 1) 0

n

n


  的 n的范围，并证明
( 1)lim 0

n

n n


 ．

解 因为
( 1) 10

n

n n


  ，所以要使 1
( 1) 0 0.1

n

n


   ，只要
1 0.1
n
 ，即

10n  即可．同理，要满足 2
( 1) 0 0.01,

n

n


   ，只要 100n  即可．

现证明
( 1)lim 0

n

n n


 ．

对任意给定的 0  ，要使
( 1) 10

n

n n


   ，只要
1n


 ，因此，可以取

1 1N

    

（
1

 
  

可能为 0）．当 n N 时，就有
( 1) 0

n

n


  ，故

( 1)lim 0
n

n n


 ．
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如果数列 na 没有极限，则称该数列发散．我们还可以用数列极限的定义证

明如下重要极限：

lim
n

C C


 （C为常数），
1lim 0

n n
 ， lim 0 (| | 1)n

n
a a


  ，

1

lim 1 ( 0)n
n

a a


  ，

lim 1n

n
n


 ．

【学生】理解数列及数列的极限

【教师】讲解收敛数列的性质

定理 1（极限的唯一性） 如果数列{ }na 收敛，那么它的极限唯一．

证明 用反证法．假设同时有 lim nn
a a


 和 lim nn

a b


 ，且 a b ，取
2

b a 
 ．

因为 lim nn
a a


 ，故正整数 1N ，当 1n N 时，不等式

| |
2n

b aa a 
  （1）

也成立．取 1 2max{ }N N N ， （表示 N是 1N 和 2N 中较大的那个数），则

当 n N 时，（1）式及（2）式同时成立．但由（1）式有
2n

a ba 
 ，由

（2）式有
2n

a ba 
 ，这是矛盾的，故假设不成立．

定义 2 对于数列{ }na ，如果存在正数M ，使得对于一切 na 都满足不等式

| |na M� ，则称数列{ }na 是有界的；否则称数列{ }na 是无界的．

定理 2（收敛数列的有界性） 如果数列{ }na 收敛，那么数列{ }na 一定有

界．

证明 设数列{ }na 收敛于 a，根据数列极限的定义，对于 1  ，存在正整

数 N，当 n N 时，不等式 | | 1na a  成立．于是，当 n N 时，有

| | | | | | | | 1 | |n n na a a a a a a a      � ．

取 1 2max{| | | | | | 1 | |}N nM a a a a ， ， ， ， ，则数列{ }na 中的一切 na 都满足不

等式 | |na M� ．这就证明了数列{ }na 是有界的．

定理 3（收敛数列的保号性） 如果数列{ }na 收敛于 a，且 0a  （或 0a  ），

那么存在正整数 N，当 n N 时，有 0na  （或 0na  ）．

当 0a  时，根据极限定义，只要取 0
2
a   ，即可证明结论．

推论 如果数列{ }na 从某项起有 0na � （或 0na � ），且数列{ }na 收敛于 a，

则 0a� （或 0a� ）．
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问题

讨论

10M

证明 就 0na � 情形证明．设数列{ }na 从 1N 项起，即当 1n N 时有 0na � ．

现在用反证法证明，若 0a  ，则由定理 3 知， 2N
 Z ，当 2n N 时，有

0na  ，取 1 2max( )N N N ， ，则当 n N 时，有 0na � 与 0na  同时成立，

矛盾，所以 0a� ．

对于 0na � 的情形，可以类似地证明．

定义 3 在数列{ }na 中任意抽取无限多项并保持这些项在原数列{ }na 中的

先后次序，这样得到的一个数列称为原数列{ }na 的子数列（或子列）．

设在数列{ }na 中，第一次抽取
1n

a ，第二次在
1n

a 后抽取
2n

a ，第三次在
2n

a 后

抽取
3n

a ，，这样无休止的抽取下去，得到一个数列

1n
a ，

2n
a ，，

kn
a ，，

这个数列{ }
kn

a 就是数列{ }na 的一个子数列．

【学生】掌握收敛数列的性质

【教师】组织学生讨论以下问题

1．若 lim nn
a a


 ，能否得到结论：对任意给定的正数  ，总可以找到正整

数N ，使得所有满足 n N 的自然数 n，都有 | |
2na a 

  （或 2 ）成立？

2．在数列极限定义的 N  语言中对任意给定的正数  ，可否规定

0 1  ？

3．有界数列是否一定收敛？发散的数列是否一定无界？

4．如果数列{ }na 收敛于 a，且 n N ，有 0na  （或 0na  ），则是否一

定有 0a  （或 0a  ）？

5．若数列的任何子数列都收敛，那么此数列是否一定收敛？发散数列的

子数列都发散吗？

【学生】发言
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

30M

【教师】讲解函数极限的概念，并通过例题讲解介绍其应用

1．自变量趋于无穷时函数的极限

当 x 时，函数 ( )f x 的极限定义与数列极限定义相似，因此可以给出当

x 时， ( )f x 极限的 M  定义．

定义 1 设 ( )f x 在 ( )a  ， 上有定义， A 为实常数，若对 0  ，

0 ( | |)M M a   ，当 x M 时，有 | ( ) |f x A   ，则称函数 ( )f x 当 x趋于

时，以 A为极限，记为

+
lim ( )
x

f x A
 

 或 ( ) ( )f x A x  ．

定义 1' 设 ( )f x 在 ( )a， 上有定义， A 为实常数，若对 0  ，

0 ( )M M a    ，当 x M  时，| ( ) |f x A   ，则称函数 ( )f x 当 x

时，以 A为极限，记为

lim ( )
x

f x A


 或 ( ) ( )f x A x  ．

定义 1" 设 ( )f x 在 ( ) ( )a a  ， ， 上有定义，A为实常数，若对 0  ，

0M  ( | |)M a ，当 | |x M 时， | ( ) |f x A   ，则称函数 ( )y f x 在

x时，以 A为极限，记为

lim ( )
x

f x A


 ．

定理 1 lim ( )
x

f x A


 lim ( )
x

f x


 lim ( )
x

f x


 A ．

证明 必要性显然．下证充分性．

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x A
 

  时 ， 0  ， 1 0M  ， 使 当 1x M 时

| ( ) |f x A   ； 2 0M  ， 使 当 2x M  时 | ( ) |f x A   ． 取

1 2max{ }M M M ， ，则当 x M 或 x M  ，即 | |x M 时，同时有

| ( ) |f x A   ，所以 lim ( )
x

f x A


 ．

例 1 求 2

1lim 1
x x

  
 

．

解 考察函数 2

1( ) 1f x
x

  ，如图 1-21 所示．

通过数学

史和数学

文化的记

载，提出

极限思

想，让学

生充分感

觉到我国

深厚的文

化底蕴，

激发学生

的爱国情

怀。学习

数列极限

的定义和

收敛数列

的性质。

边做边

讲，及时

巩固练

习，实现

教学做一

体化



17

图 1-21

当 x 时，函数 2

11
x

 无限趋于常数 1；当 x 时，函数 2

11
x

 同样无

限趋于 1，所以

2

1lim 1 1
x x

   
 

．

例 2 考察函数 ( ) arctanf x x 当 x 和 x 时的极限，并说明它在

x时的极限是否存在．

解 如图 1-22 所示，当 x 时，函数 ( ) arctanf x x 无限趋于常数
2

，所

以 lim arctan
2x

x



 ．

当 x 时，函数 ( ) arctanf x x 无限趋于常数
2


 ，所以

lim arctan
2x

x



  ．

由于 lim arctan lim arctan
x x

x x
 

 ，所以 lim arctan
x

x


不存在．

图 1-22
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2．自变量趋于有限值时函数的极限

对于函数
2 1( )

1
xf x
x





， ( )f x 在 1x  无意义．当 1x  时， ( ) 1f x x  ，如

图 1-23 和表 1-2 所示，当 1x 时， ( ) 2f x  ．这样对 0  ，要使

| ( ) 2 | | 1|f x x     ， 定有 | 1 |x  在 确定 的 范围 内 ， 即 0   ，

0 | 1|x    ． 越小， 越小， 由 确定．这样我们可以得到，当 0x x

时，函数 ( )f x 极限的  定义．

图 1-23

表 1-2

x … 0.9 0.99 0.999 … 1 … 1.001 1.01 1.1 …

y … 1.9 1.99 1.999 … 2 … 2.001 2.01 2.1 …

定义 2 设 ( )f x 在 0x 的某个去心邻域
o

0 1( )U x ， 上有定义，A为实常数，若对

0  ， 10 ( )     ，当 00 | |x x    时，| ( ) |f x A   ，则称函数 ( )f x

当 x趋于 0x 时，以 A为极限，记作

0

lim ( )
x x

f x A


 或 0( ) ( )f x A x x  ．

定义 2' 设 ( )f x 在 0x 的某个去心右邻域
o

0 1( )U x  ， 上有定义．A为一实常

数，若对 0  ， 10 ( )     ，当 00 | |x x    时， | ( ) |f x A   ，

则称 A为函数 ( )f x 在 x趋于 0x
 时的右极限，记作

0

lim ( )
x x

f x A


 或 0( ) ( )f x A x x   ．

定义 2" 设 ( )f x 在 0x 的某个去心左邻域
o

0 1( )U x  ， 上有定义，A为一实常数，

若对 0  ， 10 ( )     ，当 00 | |x x    时，| ( ) |f x A   ，则称 A

为函数 ( )f x 在 x趋于 0x
 时的左极限，记作

0

lim ( )
x x

f x A


 或 0( ) ( )f x A x x   ．

定理 2
0 0 0

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x A f x f x A
   

    ．证明与定理 1 类似．
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问题

讨论

10M

课堂

小结

5M

例 3 设
2 1

( )
3 1
x x

f x
x x


  

， ，

， ，

�
试判断

1
lim ( )
x

f x


是否存在．

解 先分别求 ( )f x 当 1x 时的左、右极限，

1 1
lim ( ) lim 3 3
x x

f x x
  

  ，
1 1

lim ( ) lim( 2) 3
x x

f x x
  

   ，

因为左、右极限各自存在且相等，所以
1

lim ( )
x

f x


存在，且
1

lim ( ) 3
x

f x


 ．

【学生】理解函数的极限，会计算函数的极限，包括函数在某点的左极限、右极限

【教师】讲解函数极限的性质

定理 3（极限的唯一性） 如果
0

lim ( )
x x

f x


存在，则极限
0

lim ( )
x x

f x


是唯一的．

定理 4（局部有界性） 如果
0

lim ( )
x x

f x A


 ，则存在常数 0M  和 0  ，使

得当 00 | |x x    时，有 | ( ) |f x M ．

局部有界性是指函数在 0x 的去心邻域
o

0( )U x ， 内有界．

定理 5（局部保号性） 设
0

lim ( )
x x

f x A


 ，如果 0A  （或 0A  ），则 0  ，

使当 00 | |x x    时， ( ) 0f x  （或 ( ) 0f x  ）．

推论 如果在 0x 的某去心邻域内 ( ) 0f x � （或 ( ) 0f x � ），且
0

lim ( )
x x

f x A


 ，

则 0A� （或 0A� ）．

【学生】理解函数极限的性质

【教师】组织学生讨论以下问题

1．从函数极限定义的角度考虑，若令 ( ) nf n a ，数列极限还可以怎样叙述？

2．若对
o

0( )U x ， ， ( ) 0f x  ，且
0

lim ( )
x x

f x A


 ，是否一定有 0A  ？

【学生】讨论、发言

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了数列极限的定义、收敛数列的性质、函数极限的概念、函数极限的

性质的相关知识及其应用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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授课时间 第 6 周 课次 第 3 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第一章 函数与极限

第四节 无穷小与无穷大

第五节 极限运算法则

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）掌握无穷小量、无穷大量的概念；

（2）理解无穷小与函数极限的关系、无穷大与无穷小的关系；

（3）能够判断无穷小量和无穷大量；

（4）能够运用极限的四则运算法则求极限；

（5）理解复合函数的极限运算法则。

思政育人目标：

通过学习无穷小量与无穷大量、无穷小的运算，体会团结的力量；不积跬步无

以至千里，不积小流无以成江河；勿以恶小而为之，勿以善小而不为。

教学重点及难点：

教学重点：无穷小量、无穷大量的概念、极限的四则运算法则

教学难点：无穷小量和无穷大量的判断、运用极限的四则运算法则求极限

应对策略：通过举例说明无穷小并不是一个很小的数，无穷大并不是很大的数

引出无穷小与无穷大的概念，类比实数的四则运算法则学习极限的四则运算法则。

作业、讨论题、思考题：

习题 1-4 T1 T2（2）T5

习题 1-5 T1 （1）（4）（7）（9）

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了无穷小量、无穷大量、极限的四则运算法则、复合函数的极限运算法

则的相关知识及其应用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课效果不错，学生积极提问，并主动与老师交流。我在课堂教学中认识到，只

有主动与学生共同探讨学习中的问题，并以交流、合作、商讨的口气与学生交流心
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得、体会，才能使学生“亲其师，信其道”，遇到什么问题都愿意与老师讲，寻求

老师的帮助。

下节课预习重点：

极限存在准则、两个重要极限、无穷小的比较

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

30M

【教师】讲解无穷小量的相关知识，并通过例题讲解介绍其应用

1．无穷小量的概念

定义 1 在自变量的某一变化过程中，以 0 为极限的函数称为无穷小量，简称

无穷小，常用 ，  ，  等表示．

例如，当 x 时，
1
x
是无穷小量；当 1x 时， 2 1x  是无穷小量；当

2
x 


时， cos x是无穷小量．

例 1 下列变量在自变量怎样的变化过程中为无穷小量：

（1）
1

1x 
；（2） 2 4x  ；（3） 2x ；（4）

1
4

x
 
 
 

．

解（1）因为
1lim 0

1x x



，所以当 x时，

1
1x 
为无穷小量．

（2）因为
2

lim(2 4) 0
x

x


  ，所以当 2x 时， 2 4x  为无穷小量．

（3）因为 lim 2 0x

x
 ，所以当 x 时， 2x 为无穷小量．

（4）因为
1lim 0
4

x

x

   
 

，所以当 x 时，
1
4

x
 
 
 

为无穷小量．

2．无穷小与函数极限的关系

定理 1 在自变量的同一变化过程中，函数 ( )f x 以常数 A 为极限的充要条件

是 ( )f x 可以表示为常数 A 与一个无穷小量 之和，即

lim ( ) ( )f x A f x A     ．

3．无穷小量的性质

性质 1 有限个无穷小量的代数和仍是无穷小量．

性质 2 有限个无穷小量的乘积仍是无穷小量．

性质 3 有界变量与无穷小量的乘积仍是无穷小量．

推论 常数与无穷小量的乘积仍是无穷小量．

例 2 求 2

0

1lim sin
x

x
x
．

学习无穷

小量的概

念、无穷

小与函数

极限的关

系、无穷

小量的性

质，无穷

大量的概

念、无穷

大与无穷

小的关

系。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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课堂

测验

15M

解 因为
1sin 1
x

� ，当 0x 时， 2x 是无穷小量．根据无穷小量的性质 3，

当 0x 时， 2 1sinx
x
是无穷小量，即

2

0

1lim sin 0
x

x
x
 ．

【学生】掌握无穷小量的概念和性质，理解无穷小与函数极限的关系

【教师】讲解无穷大量的相关知识，并通过例题讲解介绍其应用

1．无穷大量的概念

定义 2 在自变量的某个变化过程中，绝对值无限增大的函数称为无穷大量，

简称无穷大，记作 lim ( )f x  ．

例如，当 1x 时，
1

1x 
无限增大，所以当 1x 时，

1
1x 
是无穷大，即

1

1lim
1x x
 


．

2．无穷大与无穷小的关系

定理 2 在同一变化过程中，无穷大量的倒数必是无穷小量；非零无穷小量的

倒数必是无穷大量．

例如，当 x 时， 1x  是无穷大量，则
1

1x 
是无穷小量；当 0x 时，tan x

是无穷小量，则
1 cot

tan
x

x
 是无穷大量．

例 3 下列变量在自变量怎样的变化过程中为无穷大量：

（1） ln x； （2） 2x ．

解 （1）因为 x 时， ln x ，即 lim ln
x

x


  ； 0x  时，

ln x，即
0

lim ln
x

x


 ，所以 x 及 0x  时， ln x都是无穷大

量．

（2）因为 x 时，2x ，即 lim 2x

x
 ，所以 x 时，2x 是

无穷大量．

【教师】出几道测试题目，测试一下大家的学习情况

【学生】做测试题目

【教师】公布题目正确答案，并演示解题过程

【学生】核对自己的答题情况，对比答题思路，巩固答题技巧
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

25M

【教师】讲解极限的四则运算法则，并通过例题讲解介绍其应用

定理 1 若 lim ( )u x A ， lim ( )v x B ，则：

（1） lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )u x v x u x v x A B     ；

（2） lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )u x v x u x v x A B     ；

（3） ( ) lim ( )lim ( 0)
( ) lim ( )
u x u x A B
v x v x B

   ．

推论 设 lim ( )u x 存在，c为常数，n为正整数，则有：

（1） lim[ ( )] lim ( )c u x c u x   ；

（2） lim[ ( )] [lim ( )]n nu x u x ．

定理 2 设有数列{ }na 和{ }nb ，若 lim nn
a a


 ， lim nn

b b


 ，则

（1） lim( )n nn
a b a b


   ；

（2） lim n nn
a b ab


 ；

（3） lim ( 0)n

n
n

a a b
b b

  ．

例 1 求 2

1
lim( 2 5)
x

x x


  ．

解

2 2 2

1 1 1 1 1 1
lim( 2 5) lim lim 2 lim 5 (lim ) 2 lim 5
x x x x x x

x x x x x x
     

       

2( 1) 2 ( 1) 5 8       ．

结论 一般地，多项式函数在 0x 处的极限就等于该函数在 0x 处的函数值，

即

0

1 1
0 1 1 0 0 1 0 1 0lim( )n n n n

n n n nx x
a x a x a x a a x a x a x a 

 
          例 2 求

21

2lim
3 2 1x

x
x x  

．

解 这里分母的极限不为零，故

1 1
2 2 21

1 1 1

lim 2 2lim2 2 1lim
3 2 1 lim(3 2 1) 3lim 2lim 1 3 2 1 3

x x

x
x x x

x xx
x x x x x x

 


  

   
       

．

结论 一般地，当有理分式函数中分母的极限不为零时，有理分式在 0x 处

的极限也等于其在 0x 处的函数值．

学习极限

的四则运

算法则、

复合函数

的极限运

算法则边

做边讲，

及时巩固

练习，实

现教学做

一体化
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例 3 求 21

4 3lim
3 2x

x
x x


 

．

解 因为分母的极限 2 2

1
lim( 3 2) 1 3 1 2 0
x

x x


       ，故不能直接用商的

极限法则；而分子的极限
1

lim(4 3) 4 3 1 0
x

x


     ，可考虑倒数的极限．

22
1

1
1

lim( 3 2)3 2 0lim 0
4 3 lim(4 3) 4 3

x

x
x

x xx x
x x






  
  

  
．

由无穷小量与无穷大量的倒数关系，得

例 4 求
2

23

4 3lim
9x

x x
x

 


．

解 因为分母的极限 2

3
lim( 9) 0
x

x


  ，故不能直接用商的极限法则；而分子的

极限 2

3
lim( 4 3) 0
x

x x


   ，因此可先因式分解，消去公因式，再求极限．

2

23 3 3

4 3 ( 3)( 1) 1 1lim lim lim
9 ( 3)( 3) 3 3x x x

x x x x x
x x x x  

    
  

   
．

结论 一般地，在求分子、分母的极限均为零的有理分式函数的极限时，先对

分子、分母因式分解，约去趋向于零的公因式，然后再求极限．

例 5 求
1

3 2lim
1x

x
x

 


．

解 因为当 1x 时，分子、分母的极限均为零，但它与上题不同，需借助于

根式有理化，从而约去趋向于零的公因式 1x  （称为零因子）．

1 1

3 2 ( 3 2)( 3 2)lim lim
1 ( 1)( 3 2)x x

x x x
x x x 

     


   

1 1

3 4 1 1lim lim
4( 1)( 3 2) 3 2x x

x
x x x 

 
  

    
．

结论 一般地，在求分子、分母的极限均为零的非有理分式函数的极限时，若

分子或分母中含有根式，可先对根式有理化，约去零因子，然后再求极限．

例 6 求
2

2

2 3lim
2 2x

x x
x x

 
 

．

解 当 x 时，分子、分母都是无穷大，即极限不存在，故也不能直接用

商的极限法则，但可以将分子、分母同除以它的最高次幂 2x 使其分子分母中

各项均有极限，再利用极限四则运算法则计算．
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2 22

2

2 2

1 31 3 lim 222 3 2 0 0lim lim 22 2 2 22 2 1 0 01 lim 1

x

x x

x

x x x xx x
x x

x x x x



 



            
        

 

例 7 求
2

3

3 2lim
5x

x
x x


 

．

解 将分子、分母同除以它的最高次幂 3x ，得

2 3

3

2 3

3 2
3 2 0 0lim lim 0

1 55 1 0 01
x x

x x x
x x

x x
 

 
  

    
．

例 8 求
3

2

5lim
3 2x

x x
x

 


．

解 由例 7 结果及无穷小量与无穷大量的倒数关系可得

3

2

5lim
3 2x

x x
x

 
 


．

例 9 求 1 1

2 5lim
2 5

n n

n nn  




．

解 当 n时，分子、分母都是无穷大，故不能直接用商的极限法则，

但可以将分子、分母同除以 5n，再利用极限四则运算法则计算．

1 1

2 1
2 5 0 1 15lim lim =

2 5 0 5 522 5
5

n

n n

nn nn n  

      
    

 

．

例 10 求 2lim
n

n n n


  ．

解 本题可先根式有理化，然后利用例 9 方法求得．

2lim
n

n n n


 
2 2

2
lim
n

n n n
n n n

 


 

1 1lim
211 1

n

n


 

 
．

例 11 求 21

1 2lim
1 1x x x

    
．

解 因为
1

1lim
1x x 
和 21

2lim
1x x 
均不存在，所以不能直接用差的极限法则，

可先通分化简，再求极限．

2 2 21 1 1 1

1 2 ( 1) 2 1 1 1lim lim lim lim
1 1 1 1 1 2x x x x

x x
x x x x x   
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问题

讨论

5M

课堂

测验

10M

课堂

小结

5M

结论 一般地，在求两个有理分式差的极限时，若这两个有理分式都是无

穷大量，可先将它们通分化简，再求极限.

【学生】掌握极限的四则运算法则

【教师】讲解复合函数的极限运算法则

定理 5 设函数 [ ( )]y f g x 是由函数 ( )u g x 与 ( )y f u 复合而成的，

[ ( )]f g x 在点 0x 的某个去心邻域
o

0 0( )U x ， 上有定义，若
0

0lim ( )
x x

g x u


 ，

0

lim ( )
x x

f u A


 ，且当
o

0 0( )x U x  ， 时，

0( )g x u ，则
0

lim ( ( ))
x x

f g x A


 ．

例 12 求 2

1
limsin 1

2x
x x



   
 

．

解 函数 2sin 1
2

x x   
 

是由 2 1
2

u x x   与 siny u 复合而成的．

因为 2

1 1
 lim lim 1

2 2x x
u x x

 

      
 

，

2

limsin sin 1
2u

u





  ，所以

2

1
limsin 1 1

2x
x x



    
 

．

【教师】组织学生讨论以下问题

若
0

lim ( )
x x

f x


存在，
0

lim ( )
x x

g x


存在，是否一定有
0

lim[ ( ) ( )]
x x

f x g x


 存在？

若
0

lim ( )
x x

f x


不存在，
0

lim ( )
x x

g x


不存在，是否一定有
0

lim[ ( ) ( )]
x x

f x g x


 不存在？

【学生】讨论、发言

【教师】出几道测试题目，测试一下大家的学习情况

【学生】做测试题目

【教师】公布题目正确答案，并演示解题过程

【学生】核对自己的答题情况，对比答题思路，巩固答题技巧

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了无穷小量、无穷大量、极限的四则运算法则、复合函数的极限运算

法则的相关知识及其应用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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授课时间 第 7 周 课次 第 4 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第一章 函数与极限

第六节 极限存在准则 两个重要极限

第七节 无穷小的比较

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）掌握极限存在准则与两个重要极限；

（2）理解无穷小阶的比较。

思政育人目标：

通过学习极限存在准则与两个重要极限、无穷小阶的比较，培养学生的逻辑思

维、辩证思维和创新思维能力；体会近朱者赤近墨者黑的含义，以及良师益友对一

个人的影响。

教学重点及难点：

教学重点：极限存在准则Ⅰ、极限存在准则Ⅱ

教学难点：利用两个重要极限公式求极限的方法

应对策略：若想用两个重要极限求其它未定式极限，关键是如何将未定式极限

化成两个重要极限的形式。可以利用三角函数恒等式、三角函数之间的关系等等，

将未定式化成所需要的形式。

作业、讨论题、思考题：

习题 1-6 T1 （1）（3）（5）T2（1）（3）

习题 1-7 T1 T2

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了极限存在准则与两个重要极限、无穷小阶的比较的相关知识及其应

用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课发现部分学生缺乏练习，无法将所学知识很好地应用到题目中。在今后的教

学中应更加注重课堂练习环节的作用，将其与平时成绩紧密结合，让学生自主参与，

消除学生的惰性，培养学生良好的学习习惯。
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下节课预习重点：

函数的连续性、闭区间上连续函数的性质

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

35M

【教师】讲解准则Ⅰ与第一个重要极限，并通过例题讲解介绍其应用

准则Ⅰ（夹逼准则） 设数列{ }na ，{ }nb ，{ }nc 满足：

（1） 0 0N n N  Z ， 时， n n na c b� � ，

（2） lim limn nn n
a b a

 
  （ a为常数），

则 lim nn
c a


 ．

例 1 求 2 2 2

1 1 1lim
2n

n
n n n n

          
 ．

解 对 n N ，有

2 2 2 2

1 1 1
2

n nn n
n n n n n n n

                
 � ，

2

2 2 2 2 2

1 1 1
2

n nn n
n n n n n n

                
 � ，

而
1lim lim 1

1
n n

n
n

n
 

 
  

，
2

2

2

1lim lim 1
1

n n

n
n

n
 

 
  

．

由夹逼准则可知

2 2 2

1 1 1lim 1
2n

n
n n n n

           


上述数列极限存在准则可以推广到函数的极限：

准则Ⅰ'（夹逼准则） 若函数 ( ) ( ) ( )f x g x h x， ， 在点 0x 的某去心邻域内满足：

（1） ( ) ( ) ( )g x f x h x� � ，

（2）
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

g x h x A
 

  ，

则有
0

lim ( )
x x

f x A


 ．

作为准则Ⅰ及准则Ⅰ'的应用，下面证明一个重要极限：
0

sinlim 1
x

x
x

 ．

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习极限

存在准则

与两个重

要极限。

边 做 边

讲，及时

巩 固 练

习，实现

教学做一

体化
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证明 在图 1-25 所示的单位圆中，设圆心角 BOA x  ， AD切圆O于 A，

且与OB延长线相交于 D，于是有

AOB AOB OADS S S △ △ △扇形 ，

即
1 1 1sin tan
2 2 2

x x x  ， sin tanx x x  ，不等式两边同时除以 sin x得

11
sin cos
x
x x

  ，

不等式两边同时取倒数得

sincos 1xx
x

  ， 0
2

x   
 

， ．

当 0
2

x    
 

， 时 ， 0
2

x    
 

， ， 有
sin( )cos( ) 1xx

x


  


， 同 样 可 得

sincos 1xx
x

  ． 所 以 当
2 2

x     
 

， 时 ，
sincos 1xx
x

  ． 又 因 为

0
limcos cos0 1
x

x


  ，
0

lim1 1
x

 ，由判别准则 I 知
0

sinlim 1
x

x
x

 ．

图 1-25

例 2 求
0

tanlim
x

x
x

．

解
0 0

tan sin 1 1lim lim 1 1
cos cos0x x

x x
x x x 

     ．

例 3 求
0

sinlim
x

kx
x

．

解 设 t kx ，则当 0x 时， 0t kx  ，于是

0 0 0

sin sin sinlim lim lim 1
x x t

kx k kx tk k k
x kx t  

      ．
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例 4 求
0

sinlim
sinx

ax
bx

．

解
0

0 0

0

sin sinlimsinlim lim
sin sinsin lim

x

x x

x

ax ax
ax ax x

bx bxbx b
x x



 



   ．

例 5 求
sin 2( )lim

x

x
x

 
 

．

解 设 t x  ，则 x时， 0t ，所以

0

sin 2( ) sin 2lim lim 2
x t

x t
x t 

 
 

 
．

【学生】掌握准则Ⅰ与第一个重要极限

【教师】讲解准则Ⅱ与第二个重要极限，并通过例题讲解介绍其应用

定义 1 如果数列{ }na 满足 1 2 1n na a a a  � � � � � ，则称数列是单调递

增的；如果数列{ }na 满足 1 2 1n na a a a  � � � � � ，则称数列是单调递减

的．单调递增数列与单调递减数列统称为单调数列．

准则Ⅱ（单调有界原理） 单调有界的数列必存在极限．

不妨设{ }na 是一单调递增的数列，且 0M  ，使对 n ， na M� ，则数列{ }na

的通项 na 随 n的增大而不断在数轴上向右平移，但不会超过点M ．因此， na

必然无限接近于某个实数 ( )na a a M  ，a便是数列{ }na 的极限，如图 1-26

所示．

图 1-26

证明：
1lim 1 e

x

x x

   
 

．（详见教材）

例 6 求
4lim 1

x

x x

  
 

．

解法 1 设
4t
x

 ，则当 x时， 0t ，所以
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问题

讨论

10M

4 1
4 4

0 0

4lim 1 lim(1 ) lim[(1 ) ] e
x

t t
x t t

t t
x  

       
 

．

解法 2

4
4

4 4 44 4 4lim 1 lim 1 lim 1 e
x xx

x x xx x x



  

 
                      

 

．

例 7 求

21lim 1
x

x x

  
 

．

解

22 ( 2)
21 1 1lim 1 lim 1 lim 1 e

x x x

x x xx x x

   


  

                         
．

例 8 求

4 31lim 1
2

x

x x





  
 

．

解
4 3 4 3 2 2

21 1 1 1lim 1 lim 1 lim 1 lim 1 1 e
2 2 2 2

x x x

x x x xx x x x

  

   

                      
       

结论 一般地，有公式

lim 1 e
bx c

ab

x

a
x





   
 

．

例 9 求

12 3lim
2 1

x

x

x
x





 
  

．

解
3

1 2

1
2

33 112 3 2 3 e22lim lim lim lim 1 e
12 1 2 1 11 e12 2

xx

x

xx x x x

x x xx
x x

x x



   

                                  

【学生】掌握准则Ⅱ与第二个重要极限

【教师】组织学生讨论以下问题

1．夹逼准则与极限的定义有何内在联系？

2．单调递增（递减）有上界（下界）的数列一定是有界数列吗？

【学生】讨论、发言
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

30M

【教师】讲解无穷小阶的比较，并通过例题讲解介绍其应用

定义 1 设 ，  是同一变化过程中的两个无穷小量，

（1）若 lim 0

 ，则称 是比  高阶的无穷小量，记为 ( )o  ．

（2）若 lim 

 ，则称 是比  低阶的无穷小量．

（3）若 lim c

 （c 是不等于零的常数），则称 与  是同阶无穷小量．特

别地，若 1c  ，则称 与  是等价无穷小量，记作 ~  ．

例 1 证明：当 0x 时， 211 cos ~
2

x x ．

证明 因为

2
2

2 20 0 0

2sin sin1 cos 2 2lim lim lim 1

22 2
x x x

x x
x

xx x  

 
 

   
 
 

，所以 0x 时

211 cos ~
2

x x ．

例 2 证明：当 0x 时， arcsin ~x x．

证明 令 arcsint x ，则 sinx t ．因为
2 2

t     
 

， ，所以当 0x 时， 0t ，

0 0 0

arcsin 1lim lim lim 1
sinsinx t t

x t
tx t
t

  
   ，

故 0x 时， arcsin ~x x．

类似可证： 0x 时， arctan ~x x．

例 3 证明：当 0x 时，
11 1 ~n x x
n

  ．

证明 令 1 1n x h   ，则 (1 ) 1nx h   ，当 0x 时，有 0h ，

0

1 1lim
1

n

x

x

x
n



 
0

lim
(1 ) 1nh

nh
h


  0 2

lim 1
( 1)1 1

2
h n

nh
n nnh h h


 


    

．

学习无穷

小阶的比

较。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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问题

讨论

10M

课堂

小结

5M

定理 1  与  是等价无穷小的充分必要条件为 ( )o x   ．

故有：

sin ( )x x o x  ； tan ( )x x o x  ； arcsin ( )x x o x  ；

arctan ( )x x o x  ； 2 211 cos ( )
2

x x o x   ；
11 1 ( )n x x o x
n

    ．

定理 2（等价无穷小量代换定理） 若 ~  ， ~  ，且 lim A





存在，

则

lim lim A 
 


 


．

证明 lim lim lim lim lim lim A       
       

    
       

    
．

定理 2 表明，在求两个无穷小之比的极限时，分子及分母都可用一个与它

等价的无穷小来代替，这样可以简化很多函数极限的计算．下面给出一些

常用的等价无穷小公式（当 0x 时）：

（1） sin ~x x； （2） arcsin ~x x；
（3） tan ~x x； （4） arctan ~x x；

（5） 211 cos ~
2

x x ； （6） 11 1 ~n x x
n

  ．

【学生】理解无穷小阶的比较

【教师】组织学生讨论以下问题

1．当 1x 时，1 x 与 31 (1 )
3

x 或 21 (1 )
2

x 是否是同阶无穷小量或等价无穷

小量？

2．若 ~  ， ~  ，且 lim( )   存在，则 lim( ) lim( )       是

否成立？若结论正确请给予证明；若结论不正确请举反例．

【学生】讨论、发言

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了极限存在准则与两个重要极限、无穷小阶的比较的相关知识及其应

用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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授课时间 第 7 周 课次 第 5 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第一章 函数与极限

第八节 函数的连续性与间断点

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）掌握连续函数的概念；

（2）能够判断函数的间断点，熟悉间断点的分类；

（3）理解初等函数的连续性，能够计算函数的连续区间；

（4）理解闭区间上连续函数的性质。

思政育人目标：

通过与实际现象联系，帮助学生理解函数的连续性，使学生体会到数学是源于

生活的，是对实际问题的抽象产生的，不是脱离实际生活的；引导学生养成独立思

考和深度思考的良好习惯；培养学生的逻辑思维、辩证思维和创新思维能力。

教学重点及难点：

教学重点：连续函数的概念、

教学难点：函数在某点连续性的判断

应对策略：既要举常见的例子也要讲述反例，要判断一个函数在某点是否连续，

需要确保函数在该点的左右极限存在且与函数值相等。如果上述条件都满足，则函

数在该点是连续的。在某个特定点处不连续并不意味着整个函数都是不连续的。一

个函数可以在某些点处不连续，但在其他点处是连续的。

作业、讨论题、思考题：

习题 1-8 T2 （1）T3（1）（3）（4）

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了函数连续性、函数间断点的分类的相关知识及其应用。课后大家要多

加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思
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本节课发现部分学生缺乏练习，无法将所学知识很好地应用到题目中。在今后的教

学中应更加注重课堂练习环节的作用，将其与平时成绩紧密结合，让学生自主参与，

消除学生的惰性，培养学生良好的学习习惯。

下节课预习重点：

闭区间上连续函数的性质

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解连续函数的概念，并通过例题讲解介绍其应用

案例［平面内曲线］ 在坐标平面内画一连续曲线 ( )y f x ，如图 1-27 所示．在

坐标平面内画一间断曲线 ( )y g x ，如图 1-28 所示．

图 1-27 图 1-28

分析 对比两个图形，我们发现：对于 ( )y f x ，当自变量 x 的改变量 0x 

时，函数相应的改变量 0y  ，如图 1-27 所示；对于 ( )y g x ，当自变量 x

的改变量 0x  时，函数相应的改变量 y 不能够无限变小，如图 1-28 所

示．于是我们可以用增量来定义函数的连续性．

定义 1 设函数 ( )y f x 在点 0x 的某个邻域内有定义，如果

0 00 0
lim lim[ ( ) ( )] 0
x x

y f x x f x
   

      ，

则称函数 ( )f x 在点 0x 处连续．

若 记 0x x x   ， 则 0x x x   ， 相 应 地 函 数 ( )f x 的 增 量

0( ) ( )y f x f x   ．当 0x  ，即 0x x 时， 0y  ， 0( ) ( ) 0f x f x  ，

也即 0( ) ( )f x f x ．

因此，函数 ( )y f x 在点 0x x 处连续的定义也可表述如下：

定 义 1' 设 函 数 ( )y f x 在 0x 点 的 某 一 个 邻 域 内 有 定 义 ， 若

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x


 ，则称函数 ( )f x 在 0x 点连续．

若 记 0x x x   ， 则 0x x x   ， 相 应 地 函 数 ( )f x 的 增 量

0( ) ( )y f x f x   ．当 0x  ，即 0x x 时， 0y  ， 0( ) ( ) 0f x f x  ，

也即 0( ) ( )f x f x ．

因此，函数 ( )y f x 在点 0x x 处连续的定义也可表述如下：

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习连续

函数的概

念、函数

间断点的

分类。边

做边讲，

及时巩固

练习，实

现教学做

一体化
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定 义 1' 设 函 数 ( )y f x 在 0x 点 的 某 一 个 邻 域 内 有 定 义 ， 若

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x


 ，则称函数 ( )f x 在 0x 点连续．

由函数 ( )y f x 在 0x 点连续的定义可知，函数 ( )f x 在 0x 点连续，必须同时满

足下面三个条件：

（1） ( )f x 在 0x 点有定义；

（2）极限值
0

lim ( )
x x

f x


存在；

（3）极限值
0

lim ( )
x x

f x


恰好等于 ( )f x 在该点的函数值，即
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 ．

若
0

0( ) lim ( )
x x

f x f x





 存在且等于 0( )f x ，则称函数 ( )y f x 在 0x 点右连续；

若
0

0( ) lim ( )
x x

f x f x





 存在且等于 0( )f x ，则称函数 ( )y f x 在 0x 点左连续．

定理 1 函数 ( )y f x 在 0x 点连续函数 ( )y f x 在 0x 点左右连续．

例 1 证明函数 2( ) 1f x x  在 1x  处连续．

证明一 2( ) 1f x x  的定义域为 R，所以 ( )f x 在 1x  的某邻域有定义．

当自变量在 1x  处有改变量 x 时，

2 2 2(1 ) 1 (1 1) 2 ( )y x x x           ，

因此， 2

0 0
lim lim[2 ( ) ] 0
x x

y x x
   

      ，所以 ( )f x 在 1x  处连续．

证明二 2( ) 1f x x  的定义域为 R，所以 ( )f x 在 1x  的某邻域有定义，

2

1 1
lim ( ) lim( 1) 2
x x

f x x
 

   ，

即 1x 时 ( )f x 的极限值为 2．而 2

1
(1) 1 1 2 lim ( )

x
f f x


    ，即极限值等于

函数在该点的函数值，所以 ( )f x 在 1x  处连续．

定义 2 如果一个函数在某区间 ( )a b， 内的每一点处都连续，则称这个函数在

区间 ( )a b， 内连续，或称其为区间 ( )a b， 内的连续函数．如果函数 ( )y f x 在

( )a b， 内连续，且 a 点右连续，b点左连续，则称函数 ( )f x 在闭区间[ ]a b， 上

连续．
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课时

分配
教 学 内 容 方法及

手段

知识

讲解

30M

【教师】讲解函数间断点的分类，并通过例题讲解介绍其应用

如果 ( )y f x 在点 0x 处不连续，则称点 0x x 是函数 ( )f x 的间断点．

由 ( )y f x 在 0x x 处连续的定义知，如果 ( )f x 在 0x 处有以下三种情况之一，

则 ( )f x 在 0x 处间断：

（1） ( )y f x 在点 0x 处无定义；

（2） 0x x 时
0

lim ( )
x x

f x


不存在；

（3）函数值 0( )f x 和极限值
0

lim ( )
x x

f x


都存在，但
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 ．

例如，函数
1( )

1
f x

x



在点 1x   处没有定义， 1x   就是函数

1( )
1

f x
x




的一个间断点．如果不考虑函数 ( )f x 在 0x 是否有定义，那我

们可以将函数的间断点分为以下两大类．

设函数 ( )y f x 在点 0x 处间断，但在点 0x 的左右极限 0( )f x  与 0( )f x  均存

在，则称 0x 为 ( )f x 的第一类间断点，其中：

（1）若 0 0( ) ( )f x f x  ，即极限
0

lim ( )
x x

f x


存在，则称点 0x 是 ( )f x 的可去间

断点．

（2）若 0 0( ) ( )f x f x  ，即极限
0

lim ( )
x x

f x


不存在，则称点 0x 是 ( )f x 的跳跃

间断点．

设函数 ( )y f x 在点 0x 处间断，若在点 0x 的左右极限 0( )f x  与 0( )f x  至少有

一个不存在，则称 0x 为 ( )f x 的第二类间断点，其中：

（1）若 0( )f x  与 0( )f x  至少有一个为无穷大，则称点 0x 是 ( )f x 的无穷间断

点．

（2）若
0

lim ( )
x x

f x


振荡性地不存在，则称点 0x 是 ( )f x 的振荡间断点．

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习连续

函数的概

念、函数

间断点的

分类。边

做边讲，

及时巩固

练习，实

现教学做

一体化
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例 3 函数

1 0
( ) 0 0

1 0

x x
f x x

x x

 
 
  

， ，

， ，

，

在点 0x  处有定义，且 (0) 0f  ．但由于

0
(0 ) lim ( 1) 1

x
f x






   ，

0
(0 ) lim ( 1) 1

x
f x






    ， (0 ) (0 ) 1 (0) 0f f f     ，

故 0x  是函数 ( )f x 的可去间断点，如图 1-29 所示．

但如果将函数 ( )f x 在 0x  的定义改为 (0) 1f  ，则函数在 0x  点连续．由

此可见，如果函数 ( )f x 在 0x 点是可去间断点，可通过补充或改变 ( )f x 在 0x 点

的函数值，使 ( )f x 在 0x 点连续．

图 1-29 图 1-30

例 5 函数
1y
x

 在点 0x  处无定义，由于 (0 )f   ， (0 )f    ，故 0x 

是函数
1y
x

 的无穷间断点，如图 1-31 所示．

但由于
0

(0 ) lim 1 1
x

f





  ，

0
(0 ) lim ( 1) 1

x
f






    ，即 (0 )f  和 (0 )f  都存在但

不相等，故 0x  是函数 ( )f x 的跳跃间断点，如图 1-30 所示．

例 6 函数
1siny
x

 在点 0x  处无定义，取
1

2
2

nx
n




 
，

1

2
2

nx
n

 


 
( 1 2 )n  ，， ，当 n时， 0nx  ， 0nx  ，但

( ) sin 2 1
2nf x n       

 
， ( ) sin 2 1

2nf x n       
 

，即当 0x 时，函数

1sin
x
值在 1 与 1 之间变动无限多次．故 0x  是函数

1sin
x
的振荡间断点，

如图 1-32 所示．
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问题

讨论

10M

图 1-31 图 1-32

例 7 判断下列函数在指定点处的连续性，若间断，判别间断点的类型：

（1）
sin 0

( )
e 1 0x

x x
f x x

x

  
 

， ，

， �

在点 0x  处；

（2）
2

2

1( )
3 2

xf x
x x




 
在点 1 1x  和 2 2x  处．

解 （1）函数 ( )f x 在点 0x  处有定义，且 (0) 2f  ．但
0

sin(0 ) lim 1
x

xf
x




  ，

0
(0 ) lim (e 1) 2x

x
f






   ， (0 ) (0 )f f  ，故 0x  为函数 ( )f x 的跳跃间断点，

属于第一类间断点．

（2）
2

2

1 ( 1)( 1)( )
3 2 ( 1)( 2)

x x xf x
x x x x

  
 

   
在 1 1x  ， 2 2x  处无定义，故 1 1x  ，

2 2x  是 ( )f x 的间断点．

由于
1 1

1lim ( ) lim 2
2x x

xf x
x 


  


，故 1 1x  是 ( )f x 的可去间断点，属于第一类间

断点．

由于
2 2

1lim ( ) lim
2x x

xf x
x 


  


，故 2 2x  是 ( )f x 的无穷间断点，属于第二类间

断点．

【学生】掌握函数间断点的分类

【教师】组织学生讨论以下问题
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课堂

小结

5 M

1．函数 ( )f x 在点 0x 处有定义、有极限、连续三个结论有什么区别与联系．

2．若函数 ( )f x 在点 0x 处无定义，则 0x 点是函数 ( )f x 的第一类间断点，还是

第二类间断点？

3．分段函数
( )

( )
( )
g x x a

f x
h x x a


  

， ，

，

�
在分段点 x a 一定是间断点吗？

【学生】讨论、发言

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了函数连续性、函数间断点的分类、初等函数的连续性、闭区间上连

续函数的性质的相关知识及其应用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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授课时间 第 7 周 课次 第 6 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第一章 函数与极限

第九节 连续函数的运算与初等函数的连续性

第十节 闭区间上连续函数的性质

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）理解初等函数的连续性，能够计算函数的连续区间；

（2）理解闭区间上连续函数的性质；

（3）理解初等函数的连续性，能够计算函数的连续区间；

（4）理解闭区间上连续函数的性质。

思政育人目标：

高等数学中函数的连续性与社会的可持续发展有异曲同工之处。函数的连续性

是研究其他知识的前提，有了函数的连续性，我们才可以研究函数的可导、微分和

积分，就如同有了绿水青山，才会有金山银山，才可能实现社会的可持续发展。通

过对函数连续性的学习，学生深刻体会函数连续性在高等数学课程中所起的作用，

深刻领会绿水青山就是金山银山，增强环境保护的意识。

教学重点及难点：

教学重点：函数在某点连续性的判断

教学难点：计算函数的连续区间

应对策略：“ 绿水青山，就是金山银山”通过对可持续发展的理解，引出函

数连续性的概念，学生深刻体会函数连续性在高等数学课程中所起的作用。

作业、讨论题、思考题：

习题 1-9 T3 （2）（3）（4）

习题 1-10 T1 T2

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了初等函数的连续性、闭区间上连续函数的性质的相关知识及其应用。

课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思
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本节课发现部分学生缺乏练习，无法将所学知识很好地应用到题目中。在今后的教

学中应更加注重课堂练习环节的作用，将其与平时成绩紧密结合，让学生自主参与，

消除学生的惰性，培养学生良好的学习习惯。

下节课预习重点：

导数的概念

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解初等函数的连续性，并通过例题讲解介绍其应用

1．连续函数的和、差、积、商的连续性

根据函数在某点连续的定义和极限的四则运算法则，可得下面的定理．

定理 2 设函数 ( )f x 和 ( )g x 在点 0x 连续，则它们的和、差、积、商都在点 0x

连续．

例如，由于 sin x， cos x在 ( )  ， 上的每一点都连续，故
sintan
cos

xx
x

 和

coscot
sin

xx
x

 在其各自定义域上每一点都是连续的．

2．初等函数的连续性

利用函数连续的定义和性质可以证明：六种基本初等函数在其定义域上都是连

续的．

由于初等函数是由基本初等函数经过有限次四则运算和复合而得到的函数，函

数的连续性对四则运算和复合运算是封闭的，所以我们又有结论：

所有初等函数在其定义区间上都是连续的．

根据这一结论，求初等函数在其定义域内某点的极限时，只要求出该点的函数

值即可．

例 8 求
4

e cos(4 )lim
3

x

x

x
x

 


．

解 由于该函数是初等函数，且在 4x  处有定义，故由初等函数的连续性可

以得出

4
4

4

e cos(4 ) e cos0lim e 1
2 33

x

x

x
x

  
   


．

例 9 求
1

sin
0

lim(1 ) x
x

x


 ．

解 因为 exy  在 ( )  ， 上连续， lny x 在 (0 ) ， 连续，故

1
sinsin

1 1
ln[(1 ) ]sin

0 00
lim(1 ) lim[(1 ) ] lime

xx
xx xxx x

x xx
x x 

 
   

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习初等

函数的连

续性、闭

区间上连

续函数的

性质。边

做边讲，

及时巩固

练习，实

现教学做

一体化
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1 1

0 0 0
lim ln(1 ) lim ln lim (1 ) 1 ln e 1 lsin sine e e e e

x x
x x x

x xx x
x x  

         ．

结论 一般地，对形如 ( )( )  ( ( ) 0 ( ) 1)v xy u x u x u x  ， 的幂指函数，如果

0

lim ( ) 0
x x

u x a


  ，
0

lim ( )
x x

v x b


 ，则

0

( )lim ( )v x b

x x
u x a


 ．

3．反函数的连续性

定理 3 如果函数 ( )y f x 在区间[ ]a b， 上单调递增（或递减）且连续，那么

它的反函数 1( )y f x 也在对应的区间上单调递增（或递减）且连续．

4．复合函数的连续性

定理 4 设函数 [ ( )]y f g x 是由函数 ( )y f u 与函数 ( )u g x 复合而成的，

0( )u x 在复合函数 [ ]y f u 的定义域内．若函数 ( )u g x 在 0x x 连续，且

0 0( )g x u ，而函数 y  ( )f u 在 0u u 连续，则复合函数 [ ( )]y f g x 在 0x x

也连续．

例 10 求
0

ln(1 )lim
x

x
x


．

解
1 1

0 0 0

ln(1 )lim limln(1 ) ln lim(1 ) ln e 1x x
x x x

x x x
x  


      ．

例 11 求
0

e 1lim
x

x x


．

本题可通过变量替换转化为例 10 求出结果．

解 令 e 1xt   ，则 ln(1 )x t  ，且 0x 时，有 0t ，故

0 0

e 1lim lim 1
ln(1 )

x

x t

t
x t 


 


．
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课时

分配
教 学 内 容 方法及

手段

知识

讲解

30M

由例 10 和例 11 我们又得到几个等价无穷小量公式，即

ln(1 ) ~ ( 0)x x x  ； e 1 ~ ( 0)x x x  ．

【学生】理解初等函数的连续性，学会计算函数的连续区间

【教师】讲解闭区间上连续函数的性质，并通过例题讲解介绍其应用

定理 1（有界性） 若函数 ( )f x 在闭区间 [ ]a b， 上连续，则 ( )f x 在[ ]a b， 上有

界．

定理 1 是指如果 ( )f x 在 [ ]a b， 上连续，则 0M  ，对 [ ]a b， ，使 | ( ) |f x M� ．

定理 2（最大值与最小值） 若函数 ( )f x 在闭区间 [ ]a b， 上连续，则 ( )f x 在

[ ]a b， 上一定能取得最大值与最小值．

定理 2 是指，如果 ( )f x 在 [ ]a b， 上连续，则在 [ ]a b， 上至少存在一点 1 ，使得

1( )f  是 ( )f x 在 [ ]a b， 上的最大值，即 [ ]x a b  ， ， 1( ) ( )f x f � ；同样在

[ ]a b， 上至少存在一点 2 ，使得 2( )f  是 ( )f x 在 [ ]a b， 上的最小值，即

[ ]x a b  ， ， 2( ) ( )f x f � ，如图 1-33 所示．

图 1-33

如果 0( ) 0f x  ，则称 0x 点为函数 ( )f x 的零点．

定理 3（零点定理） 设函数 ( )f x 在闭区间[ ]a b， 上连续，且 ( ) ( ) 0f a f b  ，

则至少存在一点 ( )a b  ， ，使得 ( ) 0f   ．

定理 4（介值定理） 设函数 ( )f x 在闭区间 [ ]a b， 上连续，且 ( ) ( )f a f b ，

则在 ( )f a 与 ( )f b 之间的任意一个常数C，至少存在一点 ( )a b  ， ，使得

( )f C  ．

介值定理的几何意义是连续曲线 ( )y f x 与水平直线 y C 在 ( )a b， 内至少

有一个交点，如图 1-36 所示．
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问题

讨论

10M

课堂

小结

5 M

图 1-35 图 1-36

推论 若函数 ( )f x 在闭区间[ ]a b， 上连续，m和M 分别为 ( )f x 在[ ]a b， 上的

最小值与最大值，则对介于 m 和 M 之间的任一实数 C ，至少存在一点

( )a b  ， ，使得 ( )f C  ．

设 1( )m f x ， 2( )M f x ，m M ，在闭区间 1 2[ ]x x， （或 2 1[ ]x x， ）上应用

介值定理，即得上述推论．

例 1 证明方程 2 2 1 0x x   在 (0 1)， 上至少有一个实根．

分析 本例实际上是证明函数 2( ) 2 1f x x x   在 (0 1)， 上存在零点．

证明 设 2( ) 2 1f x x x   ，显然 ( )f x 在 [0 1]， 上连续，且 (0) 1f   ，

(1) 2f  ， (0) (1) 0f f  ．由零点定理知，在 (0 1)， 至少存在一个  ，使得

( ) 0f   ，即 2 2 1 0    ．所以 是方程 2 2 1 0x x   的实根．

【学生】理解闭区间上连续函数的性质

【教师】组织学生讨论以下问题

1．举几个非初等函数的例子．

2．求函数极限有哪些方法？

【学生】讨论、发言

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习初等函数的连续性、闭区间上连续函数的性质的相关知识及其应用。

课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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授课时间 第 8 周 课次 第 7 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第二章 导数与微分

第一节 导数概念

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）理解导数的概念；

（2）会利用导数定义求导数，会通过导数定义计算简单函数的导数；

（3）理解函数的可导性与连续性的关系；

（4）理解导数的几何意义。

思政育人目标：

通过引导学生从生活中发现导数的定义，并一步步的探索，感受成功的乐趣，

增强学生的自信心；体会数学的“无处不在”以及科学性和严谨性；帮助学生形成

良好的学习习惯。体会数学中对立统一的辩证思想，从有限认识无限，理解有限与

无限，将空间图形联系到实际生活，体会数学的辩证统一。

教学重点及难点：

教学重点：导数的概念、导数的几何意义

教学难点：利用导数定义求导数

应对策略：在讲解导数的定义时可通过高铁的瞬时速度引出，高铁是我国创新

能力的标志性成果，象征着中华民族奔向伟大复兴目标的矢志不渝。通过课程思政

教育与案例结合，使学生学习导数的同时能够深刻感受到祖国的日益强大，将爱国

情怀植入心中，担当中华民族伟大复兴的中国梦，为人类作出新的更大的贡献。

作业、讨论题、思考题：

习题 2-1 T1 （1） T2（2）

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了导数产生的背景、导数的定义、导数的几何意义、函数可导性与连续

性的关系的相关知识及其应用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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教学反思

本节课由于前面的讲解没有注意时间，所用时间过长，导致前松后紧，课堂练习环

节所留的时间较为紧张。在今后的教学中要以此为鉴，更加注重时间的分配，避免

发生类似情况。

下节课预习重点：

函数的求导法则

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解导数产生的背景，并通过例题讲解介绍其应用

例 1 求变速直线运动物体的瞬时速度．

设某物体做变速直线运动，在 1 2[ ]t t， 时间内运动的路程为 1 2( ) ( [ ])s t t t t ， ，求

物体在时间 0 1 2[ ]t t t ， 的瞬时速度 0( )v v t ．

如果质点做匀速直线运动，那么按照公式

路程
速度=

时间

便可求出 0v ．但现在要求质点做变速直线运动的瞬时速度，遇到了速度变与

不变的矛盾，在整个时间间隔 1 2[ ]t t， 内不能应用上述公式求 0t 时刻的速度

0v ．但孤立地停止在 0t 时刻，又无法求出 0v ，初等数学的知识已解决不了这

一问题．那么我们可以设法在物体的运动变化和相互联系中，利用矛盾转化的

方法，分三步来解决这一问题．

（1）给 0t 一个增量 t ，时间从 0t 变到了 0t t  ，路程有了增量

0 0( ) ( )s s t t s t     ，

这一步称为“求增量”．

（2）当 t 很小时，速度来不及有较大的变化，可把质点在 t 间隔内的运动

近似地看成匀速运动，这实质上是把变速运动近似地转化成匀速运动．现求物

体在 t 内的平均速度

0 0( ) ( )s t t s tsv
t t

  
 
 

，

这一步简称为“求增量比”．

（3） t 越来越小，平均速度便越来越接近于 0t 时刻的瞬时速度 0v ，于是

当 0t  时，平均速度的极限就是瞬时速度 0v ，即

0 0
0 0 0

( ) ( )
lim lim
t t

s t t s t
v v

t   

  
 


，

这一步简称为“取极限”．

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习导数

产生的背

景、导数

的定义。

边 做 边

讲，及时

巩 固 练

习，实现

教学做一

体化
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这样以辩证法为指导，以极限为工具，解决了初等数学无能为力的问题．用此

结论，我们可以推出自由落体运动 21
2

s gt （ g为常数）在 0t 时刻的速度为

0 0( )v t gt ．

例 2 求曲线切线的斜率．

如图 2-1 所示，设连续曲线 : ( )C y f x 及C上的点 0 0( )M x y， ，在曲线C上

任取一点 0 0( )N x x y y   ， ，作割线MN ．如果 N在曲线C上逐渐向M 点

移动，则割线MN 绕点M 转动．当 N点移动到M 位置（与M 重合）时，得

到直线MN 的极限位置MT ，则称MT 为曲线C在点 0 0( )M x y， 处的切线．这

个定义包含了中学数学圆的切线定义．

图 2-1

【学生】了解导数产生的背景

【教师】讲解导数的定义，并通过例题讲解介绍其应用

1．函数在一点处的导数

定义 1 设函数 ( )y f x 在 0x 的某个邻域内有定义，当自变量 x 在点 0x 取得

改变量 x （ 0x x  仍在该邻域内，且 0x  ）时，相应有函数的改变量

0 0( ) ( )y f x x f x     ，若极限

0 0

0 0

( ) ( )
lim lim
x x

f x x f xy
x x   

  


 
（1）

存在，那么称函数 ( )y f x 在点 0x 处可导，且极限值称为函数 ( )y f x 在

0x 点的导数，记为 0( )f x ，即

0 0
0 0

( ) ( )
( ) lim

x

f x x f x
f x

x 

   


， （2）

0( )f x 也可以记作

0
0

d
dx x

x x

yy
x



 ， 或
0

d ( )
d x x

f x
x 

．
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导数定义公式（2）还可以有以下几种形式：

0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim

x x

f x f x
f x

x x

 


，

0 0
( ) lim

x

yf x
x 

 


，

0 0
0 0

( ) ( )
( ) lim

h

f x h f x
f x

h

   ．

【学生】了解导数产生的背景

【教师】讲解导数的定义，并通过例题讲解介绍其应用

1．函数在一点处的导数

定义 1 设函数 ( )y f x 在 0x 的某个邻域内有定义，当自变量 x在点 0x 取

得改变量 x （ 0x x  仍在该邻域内，且 0x  ）时，相应有函数的改变

量 0 0( ) ( )y f x x f x     ，若极限

0 0

0 0

( ) ( )
lim lim
x x

f x x f xy
x x   

  


 
（1）

存在，那么称函数 ( )y f x 在点 0x 处可导，且极限值称为函数 ( )y f x 在

0x 点的导数，记为 0( )f x ，即

0 0
0 0

( ) ( )
( ) lim

x

f x x f x
f x

x 

   


， （2）

0( )f x 也可以记作

0
0

d
dx x

x x

yy
x



 ， 或
0

d ( )
d x x

f x
x 

．

由导数的定义可知，例 1 中提到的自由落体运动 21( )
2

s t gt 在 0t 时刻的速

度 0( )v t 实际就是 ( )s t 在 0t t 时的导数，因此

0 0( ) ( )v t s t 0 0

0

( ) ( )
lim
t

s t t s t
t 

  




2 2
0 0

0

1 1( )
2 2lim

t

g t t gt

t 

  




2 2
0 0

0

( )1 lim
2 t

t t t
g

t 

  




0

0

(2 )1 lim
2 t

t t t
g

t 

  


 00

1 lim( 2 )
2 t
g t t

 
  

0
1 2
2
g t  0gt ．

故物体做自由落体运动在任意时刻 t的速度 ( )v t gt ．

若极限式（2）不存在，则称函数 ( )y f x 在点 0x 处不可导， 0x 称为函数

( )f x 的不可导点；如果不可导的原因是式（2）的极限为，为方便起见，

此时也称函数 ( )y f x 在 0x 处的导数为无穷大．
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例 3 已知常值函数 ( )f x C （C为常数），求 0( )f x ， 0 ( )x    ， ．

解 0( )f x 0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x
x 

  


 0
lim
x

C C
x 





0 ．

这说明常数的导数等于零．

例 4 设函数 ( ) nf x x （n为正整数），求 0( )f x ．

解 0( )f x 
0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x
x x




 0

0

0

lim
n n

x x

x x
x x




0

1 2 2 1 1
0 0 0 0lim( )n n n n n

x x
x x x x x x nx    


        ．

2．左导数和右导数

如果极限

0 0
0

0

( ) ( )
( ) lim

x

f x x f x
f x

x
 

   


， 0 0
0

0

( ) ( )
( ) lim

x

f x x f x
f x

x
 

   


存在，则分别称为函数 ( )f x 在 0x 点的左导数和右导数． ( )f x 在 0x 点的左导

数和右导数称为 ( )f x 在 0x 点的单侧导数．

由极限存在的充要条件，可以得出以下结论：

0( )f x 存在 0( )f x 与 0( )f x 存在，且 0 0( ) ( )f x f x   ．

例 5 绝对值函数

0
( ) | | 0 0

0

x x
f x x x

x x


  
 

， ，

， ，

，

在 0x  处是否可导？

解 由导数定义可求

0 0 0

| 0 | | 0 | | |(0) lim lim lim 1
x x x

x x xf
x x x  

     

        
  

，

0 0 0

| 0 | | 0 | | |(0) lim lim lim 1
x x x

x x xf
x x x  

     

         
  

，

因为 (0) (0)f f   ，所以 ( ) | |f x x 在 0x  点导数不存在．

从函数 | |y x 的图像（见图 2-2）容易发现，在 0x  处图像产生了“尖点”．由

此可以猜想：如果函数在 0x x 处可导，则其图像必定在该点处是“光滑”

状态．
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图 2-2

3．函数的导函数

如果函数 ( )y f x 在开区间 ( )a b， 内每一点都可导，则称函数 ( )y f x 在开

区间 ( )a b， 内可导．这样对每一个 ( )x a b ， ， ( )f x 都有一个导数值 ( )f x ，

因此 ( )f x 构成了一个新的函数，这一新的函数称为 ( )f x 的导函数，在不至于

产生混淆的情形下，仍简称为导数，记为 y， ( )f x ，
d
d
y
x
，

d ( )
d
f x
x

，即

0 0

( ) ( )( ) lim lim
x x

y f x x f xf x
x x   

     
 

．

如果函数 ( )f x 在开区间 ( )a b， 内可导，且 ( )f a ， ( )f b 都存在，我们称 ( )f x

在闭区间[ ]a b， 上可导．

例 6 求函数 ( ) sinf x x 的导数．

解
0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
x 

   
 0

sin( ) sinlim
x

x x x
x 

  




0

2sin cos
2 2lim

x

x xx

x 

   
 



0

sin
2lim cos

2
2

x

x
xx

x 


      

1 cos x  cos x ．

所以 (sin ) cosx x  ．

用类似方法可证明 (cos ) sinx x   ．

例 7 求函数 ( ) log ( 0 1)af x x a a  ， 的导数．

解
0

log ( ) log
( ) lim a a

h

x h x
f x

h

  

0

1lim logah

x h
h x
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1

0
lim log 1

h

ah

h
x

   
  0

1lim log 1
x
h

ah

h
x x

   
 

0

1 1 1limlog 1 log e
ln

x
h

a ah

h
x x x x a

     
 

．

所以
1(log )
lna x x a

  ，特别地
1(ln )x
x

  ．

例 8 求函数 ( ) ( 0 1)xf x a a a  ， 的导数．

解
0

( ) lim
x h x

h

a af x
h





 
0

1lim
h

x

h

aa
h


 ．

设 1ha t  ，则 log ( 1)ah t  ，当 0h 时， 0t ．所以

( )f x 
0

lim
log ( 1)

x

t
a

ta
t  0

1lim
1log (1 )

x

t

a

a
t

t





1

0

1

limlog (1 )

x

t
at

a
t






1
log e

x

a

a lnxa a ．

所以 ( ) lnx xa a a  ．

同理可得 (e ) ex x  ．

【学生】理解导数的定义，学会利用导数定义求导数，会通过导数定义计算

简单函数的导数
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课时

分配
教 学 内 容 方法及

手段

知识

讲解

30M

【教师】讲解导数的几何意义，并通过例题讲解介绍其应用

由例 2 关于曲线切线的讨论及导数的定义可知：

0( )f x 是函数 ( )y f x 表示的曲线在 0 0( ( ))x f x， 点切线 T 的斜率 k ，即

0( ) tanf x k    （ 为切线T 的倾斜角），如图 2-1 所示．

于是，当 0( )f x 存在时，曲线 ( )y f x 在点 0 0( ( ))x f x， 处的切线方程为

0 0 0( ) ( )( )y f x f x x x   ．

若 0( )f x  ，则曲线 ( )y f x 在点 0 0( ( ))x f x， 处具有垂直于 x轴的切线（也

称铅直切线），其方程为 0x x ．过切点 0 0( ( ))x f x， 且与切线垂直的直线称为

曲线 ( )y f x 在该点的法线，相应的法线方程为

0 0 0
0

1( ) ( ) ( ( ) 0)
( )

y f x x x f x
f x

    


．

例 9 求曲线 2y x 在点 (1 1)， 处的切线方程与法线方程．

解 由 导 数 几 何 意 义 知 ， 曲 线 2y x 在 点 (1 1)， 处 切 线 的 斜 率

2
1 1 1( ) 2 2x xk x x    ，因此，所求切线方程为 1 2( 1)y x   ，即 2 1y x  ．

曲线在点 (1 1)， 处法线的斜率 2
1

1 1
2

k
k

    ，因此，所求法线方程为
11 ( 1)
2

y x    ，即
1 3
2 2

y x  

【学生】理解导数的几何意义

【教师】讲解函数可导性与连续性的关系，并通过例题讲解介绍其应用

定理 1 如果函数 ( )y f x 在点 0x x 处可导，则函数 ( )f x 在点 0x x 处必

连续．

证明 由于函数 ( )y f x 在点 0x x 处可导，所以

00
lim ( )
x

y f x
x 

 


．

根据函数的极限与无穷小的关系定理可知

0( )y f x
x

  


，

其中
0

lim 0
x


 

 ，

所以

0( )y f x x x     ．

学习导数

的几何意

义、函数

可导性与

连续性的

关系。边

做边讲，

及时巩固

练习，实

现教学做

一体化
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问题

讨论

10M

课堂

小结

5 M

于是当 0x  时，有 0y  ．所以，函数 ( )f x 在点 0x 处连续．

该定理可简言之：可导必连续．但其逆命题不成立．例如，函数 ( ) | |f x x

在 0x  处连续，但在 0x  处不可导．这说明函数在某点处连续是该点处

可导的必要条件，但不是充分条件．

例 10 设函数
2 1

( )
1

x x
f x

ax b x


 
 

， ，

，

�
在点 1x  处可导，试确定 a b，的值．

解 因为函数 ( )f x 在点 1x  处可导，所以函数 ( )f x 在点 1x  处必连续，

即

1 1
lim ( ) lim ( ) (1)
x x

f x f x f
  

  ．

而 2

1 1 1 1
lim ( ) lim 1 lim ( ) lim( )
x x x x

f x x f x ax b a b
      

     ， ，

所以 1a b  ．

又因 ( )f x 在点 1x  处可导，故 (1) (1)f f   ．

2

1 1 1

( ) (1) 1(1) lim lim lim( 1) 2
1 1x x x

f x f xf x
x x  

  

      
 

，

1 1

( ) (1) 1(1) lim lim
1 1x x

f x f ax bf
x x 

 

    
 

1 1

(1 ) 1 ( 1)lim lim
1 1x x

ax a a x a
x x  

   
  

 
，

于是 2a  ，易得 1b   ．

综上所述，当函数 ( )f x 在点 1x  处可导时， 2a  ， 1b   ．

【学生】理解闭区间上连续函数的性质

【教师】组织学生讨论以下问题

1．若 0( )f x 存在，观察下列极限，指出 A表示什么？

（1） 0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x
A

x 

  



；

（2）
0

0
0

( )( ) 0 lim
x x

f xf x A
x x

 


， ；

（3） 0 0

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x h
A

h

  
 ．

2．若函数 ( )f x 在 0x  处可导，在什么情况下， | ( ) |f x 在 0x  处也可导？

3．总结求导数 ( )f x 的步骤．
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授课时间 第 8 周 课次 第 8 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第二章 导数与微分

第二节 函数的求导法则

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）熟练掌握导数的四则运算法则；

（2）熟记 16 个基本初等函数导数公式；

（3）掌握复合函数的求导法则。

思政育人目标：

通过学习导数的四则运算法则和基本初等函数导数公式，培养学生的逻辑思

维、辩证思维和创新思维能力；引导学生养成独立思考和深度思考的良好习惯。

教学重点及难点：

教学重点：导数的四则运算法则、基本初等函数导数公式

教学难点：利用初等函数导数公式求导

应对策略：进行公式推导并总结一般规律帮助记忆，反复提问并大量练习。

作业、讨论题、思考题：

习题 2-2 T2 T6

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了导数的四则运算法则、反函数的求导法则、复合函数的求导法则、基

本初等函数导数公式的相关知识及其应用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课公式、例题较多，在利用例题介绍知识点时，有些内容介绍得速度较快，一

些后进生没有很好地理解。在今后的教学中要注意全方位考虑学生的理解能力，通

过单独辅导、互助指导等方式对后进生进行帮助。

下节课预习重点：

高阶导数
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参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解导数的四则运算法则，并通过例题讲解介绍其应用

定理 1（导数的四则运算法则） 设 ( )u x ， ( )v x 在 x点可导，则它们的和、差、

积、商（分母为 0 的点除外）都在 x点可导，且

（1） [ ( ) ( )] ( ) ( )u x v x u x v x     ；

（2） [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x u x v x    ；

（3） 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) 0)
( ) ( )
u x u x v x u x v x v x
v x v x

    
  

 
．

证明 首先我们看 ( ) ( )f x g x 的导数，由定义可得

[ ( ) ( )]f x g x 
0

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]lim
x

f x x g x x f x g x
x 

      




0 0

( ) ( ) ( ) ( )lim lim
x x

f x x f x g x x g x
x x   

     
 

 
( ) ( )f x g x   ．

所以 ( ) ( )f x g x 可导，且

[ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x f x g x     ．

再看 ( ) ( )f x g x 的导数，由定义可得

[ ( ) ( )]f x g x 
0

( ) ( ) ( ) ( )lim
x

f x x g x x f x g x
x 

    




0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim
x

f x x g x x f x g x x f x g x x f x g x
x 

          




0 0

( ) ( ) ( ) ( )lim ( ) lim ( )
x x

f x x f x g x x g xg x x f x
x x   

     
   

 

( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x   ．

这里
0

lim ( ) ( )
x

g x x g x
 

   是由 ( )g x 可导必连续得到，所以 ( ) ( )f x g x 可导，

且

[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x f x g x    ．

同理我们可证得
( ) ( ( ) 0)
( )
f x g x
g x

 也可导且

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
f x f x g x f x g x
g x g x

    
 

 
．

公式中的 ( )u x ， ( )v x 和 ( )u x ， ( )v x 可简单表示为 u， v， u， v．
定理 1 中的法则（1）、（2）可推广到任意有限个函数导数的运算．例如，

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习导数

的四则运

算法则、

反函数的

求 导 法

则。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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若 ( )u x ， ( )v x ， ( )w x 可 导 ， 则 有 [ ]u v w u v w        ，

[ ]uvw u vw uv w uvw      ．

易知 ( )Cu Cu  (C为常数)．

例 1 设 ( ) 2 cos sin
4

f x x x 
  ，求 ( )f x 及

2
f   
 

．

解

( ) 2( cos ) sin 2 [( ) cos (cos ) ] 0
4

f x x x x x x x
         

 

1 12 cos sin cos 2 sin
2

x x x x x x
x x

 
    

 
，

2

1 cos 2 sin 2
2 x

f x x x
x 



           
   

．

例 2 求函数 e (sin cos )xy x x  的导数．

解 (e ) (sin cos ) e (sin cos )x xy x x x x     

e (sin cos ) e (cos sin )x xx x x x   

2e cosx x ．

例 3 求函数 ( ) tanf x x 的导数．

解
sin(tan )
cos

xx
x

    
 

2 2

2

cos sin
cos
x x

x


 2

1
cos x

 2sec x ．

同理可求得 2(cot ) cscx x   ．

例 4 求正割函数 ( ) secf x x 的导数．

解
1(sec )

cos
x

x

    
  2

sin
cos

x
x


1 tan

cos
x

x
 sec tanx x ．

同理可求得 (csc ) csc cotx x x   ．

利用导数的四则运算法则，可以得到如下基本初等函数的导数公式：

2(tan ) secx x  ， 2(cot ) secx x   ，

(sec ) sec tanx x x  ， (csc ) csc cotx x x   ．

【学生】掌握导数的四则运算法则

【教师】讲解反函数的求导法则，并通过例题讲解介绍其应用

定理 2（反函数导数运算性质） 若函数 ( )x f y 在区间 yI 上单调可导，

则其反函数 1( )y f x 在区间 { | ( ) }x yI x x f y y I  ， 内可导，且

1 1[ ( )]
( )

f x
f y

  


，即
d 1

dd
d

y
xx
y

 ．
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证明 定理的条件已保证反函数 1( )y f x 存在，且 1( )f x 在区间 xI 内单

调、连续． xx I  ，给 x以增量 ( 0 )xx x x x I     ， ，由 1( )y f x 的

单调性知

1 1( ) ( ) 0y f x x f x       ，

于是有
1
/

y
x x y




  
，所以

1

0 0

1 1[ ( )] lim lim
/ ( )x x

yf x
x x y f y



   

   
  

．

定理 2 可简单叙述成：反函数的导数等于原函数导数的倒数．

例 5 求正弦函数 sin
2 2

x y y       
， ， 的反函数 arcsin [ 1 1]y x x  ， ， 的

导数．

解 由于 sinx y 在
2 2

y      
， 上单调可导，由定理 2 可知

1(arcsin )
(sin )

x
y

 


1
cos y

 ．

因为
2 2

y      
， ， cos 0y  ，所以 2cos 1 siny y  ，所以

2

1(arcsin )
1 sin

x
y

 
 2

1
1 x




．

同理可证余弦函数 cos [0 ]x y y  ， ， 的反函数 arccos [ 1 1]y x x  ， ， 的

导数为

2

1(arccos )
1

x
x

  


．

例 6 求 正 切 函 数 tan
2 2

x y y      
 

， ， 的 反 函 数

arctan ( )y x x    ， ， 的导数．

解 因为正切函数 tanx y 在
2 2
   

 
， 上单调可导，由定理 2 可知

2 2 2

1 1 1 1(arctan )
sec 1 tan 1(tan )

x
y y xy

    
 

．

同理可证余切函数 cot (0 )x y y  ， ， 的反函数 arccot ( )y x x    ， ，

的导数为

2

1(arccot )
1

x
x

  


．

由于指数函数 ( 0 1)yx a a a  ， 与对数函数 logay x 互为反函数，且

( ) lny ya a a  ，利用定理 2 可求得 logay x 的导数为
1 1 1(log )

ln ln( )
a yy
x

a a x aa
   


．

【学生】理解反函数的求导法则
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课时

分配
教 学 内 容 方法及

手段

知识

讲解

30M

【教师】讲解复合函数的求导法则，并通过例题讲解介绍其应用

定理 3（复合函数导数的运算法则） 设函数 ( )u x 在点 x处可导，

( )y f u 在对应点 ( )u x 处可导，则复合函数 ( ( ))y f x 在点 x处可导，

且有

[ ( ( ))] ( ) ( ) ( ( )) ( )f x f u x f x x        
或

d d d
d d d
y y u
x u x
  ．

证明 因为函数 ( ( ))y f x 是由 ( )y f u ， ( )u x 复合而成的， ( )u x
在 x点可导， ( )y f u 在对应的 ( )u x 点可导，则有 0x  ， 0u  ，

0

d( ) lim
d u

y yf u
u u 

  


，
0

d( ) lim
d x

u uu x
x x 

  


，这样我们可得复合函数的导数

公式

0 0 0 0

d d[ ( ( ))] lim lim lim lim
d dx x u x

y y u y u y uf x
x u x u x u x


       

           
    

( ) ( ) ( ( )) ( )f u u x f x x      

或

d d d
d d d
y y u
x u x
  ．

定理 3 也称为复合函数求导的链式法则．本法则可推广到求多个函数复合

而成的复合函数的导数．例如，函数 ( )v v x 在点 x处可导， ( )u u v 在对

应点 ( )v v x 处可导， ( )y f u 在对应点 ( )u u v 处可导，则复合函数

( ( ( )))y f u v x 在点 x处可导，且有

[ ( ( ( )))] ( ) ( ) ( ) ( ( ( ))) ( ( )) ( )f u v x f u u v v x f u v x u v x v x        ．

例 7 设 0x  ，证明幂函数的导数公式 1( )x x    (  为常数)．

证明 ln lne ex xx
   ，显然 lne x 是由 euy  ， lnu x 复合而成的，因

为 lnu x 在 x点可导， euy  在 lnu x 点可导，由定理 3 可知

ln 11 1( ) (e ) e eu u xx u x
x x

           ．

因此，所有有理指数的幂函数均可求导，如
1( )

2
x

x
  ．

例 8
3

exy  ，求
d
d
y
x
．

解
3

exy  是由 euy  ， 3u x 复合而成的，所以

33 2 2d d d (e ) ( ) e 3 3 e
d d d

u u xy y u x x x
x u x

        ．

例 9 7 100(2 )y x  ，求
d
d
y
x
．

学习复合

函数的求

导法则、

基本初等

函数导数

公式。边

做边讲，

及时巩固

练习，实

现教学做

一体化



66

解 7 100(2 )y x  是由 100y u ， 72u x  复合而成的，所以

100 7 99 6 6 7 99d d d ( ) (2 ) 100 7 700 (2 )
d d d
y y u u x u x x x
x u x

          ．

当复合函数中间变量有多个时，求复合函数导数时，按中间变量顺序依次

求导即可．

例 10 2arctan ln( 1)y x  ，求 y．

解 2arctan ln( 1)y x  是由 arctany u ， lnu v ， 2 1v x  复合而成的，

所以

2(arctan ) (ln ) ( 1)y u v x    

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 22
1 1 ln (1 ) 1 (1 )(1 ln (1 ))

x xx
u v x x x x

   
      

．

例 11
1sin

e xy  ，求 y．

解
1sin

e xy  是由
1e sinuy u v v
x

  ， ， 复合而成的，所以

1sin

2 2

d d d d 1 1 1e cos e cos
d d d d

u xy y u v v
x u v x x x x

        
 

．

当求导熟练以后，则可不必写出中间变量，例 11 也可直接解为

1sin

2

1 1e cosxy
x x
    
 

．

例 12 2 (sin )y x f x ，求 .y

解 2 22 (sin ) (sin ) (sin ) 2 (sin ) (sin )cosy x f x x f x x xf x x f x x         

【学生】理解复合函数的求导法则

【教师】讲解基本初等函数导数公式，并通过例题讲解介绍其应用

1．基本初等函数导数公式

（1） 0C  (C为常数)；（2） 1( )x x    (  为常数)；

（3） (sin ) cosx x  ；（4） (cos ) sinx x   ；

（5） 2(tan ) secx x  ；（6） 2(cot ) cscx x   ；

（7） (sec ) sec tanx x x  ；（8） (csc ) csc cotx x x   ；

（9） ( ) ln ( 0 1)x xa a a a a   ， ；（10） (e ) ex x  ；

（11） 1(log ) ( 0 1)
lna x a a
x a

   ， ；（12） 1(ln )x
x

  ；

（13）
2

1(arcsin )
1

x
x

 


；（14）
2

1(arccos )
1

x
x

  


；
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问题

讨论

10M

课堂

小结

5 M

（15） 2

1(arctan )
1

x
x

 


；（16） 2

1(arccot )
1

x
x

  


．

2．基本求导法则

（1） [ ( ) ( )] ( ) ( )u x v x u x v x     ；

（2） [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x u x v x    ；

（3） ( )Cu Cu  (C是常数)；

（4） 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) 0)
( ) ( )
u x u x v x u x v x v x
v x v x

    
  

 
；

（5） 2

1 v
v v

     
 

；

（6）若 ( )x f y 的反函数为 ( )y f x ，则

1[ ( )]
( )

f x
f y

 


或
d 1

dd
d

y
xx
y

 ；

（7）若 ( ) ( )y f u u g x ， ，则

( ) ( )y f u g x    或
d d d
d d d
y y u
x u x
  ．

【学生】熟记 16 个基本初等函数导数公式

【教师】组织学生讨论以下问题

1．设 ( )f x 与 ( )g x 在 0x x 处都不可导，能否断定 1 2( ) ( )C f x C g x ( 1C ， 2C

为常数)在 0x x 处一定可导或一定不可导？

2．若 ( )y f x 是 1( )y f x 的反函数，且 ( )y f x 在区间 xI 上单调可导，

则其反函数的导数 1 1( ( ))
( )

f x
f x

  


，这个结论正确吗？

【学生】讨论、发言

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了导数的四则运算法则、反函数的求导法则、复合函数的求导法则、

基本 初等函数导数公式的相关知识及其应用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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授课时间 第 8 周 课次 第 9 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第二章 导数与微分

第三节 高阶导数

第四节 隐函数及由参数所确定函数的导数

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）掌握高阶导数的定义及计算；

（2）理解显函数和隐函数的定义；

（3）理解由参数方程确定的函数的导数。

思政育人目标：

通过先求一阶导数，再逐步向上求解的方式，告诫学生们在学习、生活以及以

后的工作中，做任何事情要一步一个脚印，培养踏踏实实的做事态度，我们的能力

才能寻求到突破。当你不再寻求捷径，成功也就不再遥远。不积跬步，无以至千里，

不积小流，无以成江海。饭要一口一口地吃，路要一步一步地走，事情要一件一件

地做。

教学重点及难点：

教学重点：高阶导数的概念、显函数和隐函数的定义

教学难点：高阶导数的计算

应对策略：在掌握一阶导数计算方法后逐步引出高阶导数的概念，学生在求解

高阶导数的过程中，也许会联想到神舟飞船的发展历程，这样的学习过程会使大家

加深对高阶导数求解的理解，使学生在完成自己的学业过程中，脚踏实地，砥砺前

行。

作业、讨论题、思考题：

习题 2-2 T1

习题 2-3 T1 T6

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了高阶导数、隐函数与参数方程确定的函数的求导法则的相关知识及其

应用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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教学反思

本节课效果不错，每个学生都积极参与到教学活动中，发挥了自己的价值。在教学

中分析了学生的特点，根据不同学生的学习情况采用了灵活多样的教学方法，营造

出一种平等和谐、活跃有序的课堂氛围。

下节课预习重点：

函数的微分

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解高阶导数的概念

自由落体运动方程为 21
2

s gt ，其在时刻 t的速度 ( ) ( )v t s t ，但如果我们

要求物体在时刻 t的加速度 ( )a t ，则 ( ) ( )a t v' t ，即 ( ) [ ( ) ]a t s t   ．我们将

( )a t 称为 ( )s t 的二阶导数，记为 ( ) ( )a t s t ．

一般地，有如下定义：

定义 如果函数 ( )y f x 的导数 ( )f x 在点 x处可导，即

0 0

0

( ) ( )
lim [ ( )]
x

f x x f x
f x

x 

     


存在，则称[ ( )]f x 为函数 ( )y f x 在点 x处的二阶导数，记作

y， ( )f x ，
2

2

d
d
y
x

或
2

2

d ( )
d
f x
x

．

类似地， ( )f x 二阶导数的导数称为 ( )f x 的三阶导数， ( )f x 三阶导数的导

数称为 ( )f x 的四阶导数，依此类推， ( )f x 的 1n  阶导数的导数称为 ( )f x 的

n阶导数，分别记作

(4) ( )ny y y ， ， ， 或 (4) ( )( ) ( ) ( )nf x f x f x ， ， ， 或
3 4

3 4

d d d
d d d

n

n

y y y
x x x

， ， ， ．

二阶及二阶以上的导数统称为高阶导数．为方便起见，函数 ( )f x 本身称为

零阶导数，而 ( )f x 称为一阶导数．

【学生】掌握高阶导数的概念

【教师】讲解高阶导数的计算，并通过例题讲解介绍其应用

例 1 设 2(1 )arctany x x  ，求 y．

解 2
2

12 arctan (1 ) 2 arctan 1
1

y x x x x x
x

      


，

例 2 设 sin lny x ，求 y．

解
1 cos lncos ln xy x
x x

    ，

2 2

1sin ln cos ln 1 (sin ln cos ln )
x x
xy x x
x x

  
      ．

例 3 求指数函数 exy  的 n阶导数．

解 exy  ， ( ) (e ) ex xy y      ， ( ) e xy y    ，，所以

( ) en xy  ．

例 4 求 siny x 的 n阶导数．

解 对 siny x ， cos sin
2

y x x      
 

， ( ) sin sin( )y y x x       ，

3( ) ( sin ) cos sin
2

y y x x x           
 

，

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习高阶

导数的概

念 和 计

算。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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(4) ( ) sin sin 4
2

y y x x       
 

，

依此类推可求得

( )(sin ) sin
2

nx x n     
 

．

用类似的方法可求得

( )(cos ) cos
2

nx x n     
 

．

例 5 求幂函数 y x 的 n阶导数．

解 1y x   ， 2( 1)y x     ， 3( 1)( 2)y x        ，，

( ) ( 1)( 2) ( 1)n ny n x          ．

当 n  时，

( )( ) !n nx n ．

例 6 求函数
1

1
y

x



的 n阶导数．

解 2

1
(1 )

y
x

  


， 4 3

2(1 ) 2
(1 ) (1 )

xy
x x

    
 

，

2

6 4

3(1 ) 62
(1 ) (1 )

xy
x x

     
 

，
3

(4)
8 5

4(1 ) 246
(1 ) (1 )

xy
x x

 
  

 
，，

依此类推可求得

( )
1

!( 1)
(1 )

n n
n

ny
x  


．

若 ( )u x ， ( )v x 存在 n阶导数，由导数四则运算法则易知：

  ( ) ( )[ ( ) ( )] ( ) ( )n n nu x v x u x v x   ．

下面求 ( ) ( )u x v x 的 n阶导数公式，由求导运算法则可得：

( )uv u v uv    ，

( ) ( ) 2uv u v uv u v u v uv           ，

( ) ( 2 ) 3 3uv u v u v uv u v u v u v uv                 ，

用数学归纳法可证明

( ) ( ) ( 1) ( 2) ( ) ( ) ( )( 1) ( 1) ( 1)( )
2! !

n n n n n k k nn n n n n kuv u v nu v u v u v uv
k

            
 

上述uv的 n阶导数公式称为莱布尼兹（Leibniz）公式，这个公式可通过

( )nu v 二项展开式公式记忆． ( )nu v 二项展开式如下：

0 1 2 2 0

0

( 1)( ) C C
2!

n
n n n n k n k k n k n k k

n n
k

n nu v u v nu v u v u v u v u v   




          将 ( )nu v 的二

项展开式等式左端 ( )nu v 用uv的 n阶导代替，等式右边的 k次幂换成 k

阶导，零阶导理解为函数本身，这样得 uv的 n阶导数公式（莱布尼兹公式）

为

( ) ( ) ( )

0
( ) C

n
n k n k k

n
k

uv u v



 ．
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课时

分配
教 学 内 容 方法及

手段

知识

讲解

30M

【教师】讲解复合函数的求导法则，并通过例题讲解介绍其应用

函数表示两个实数集之间的对应关系，这种对应关系根据实际情况往往要

通过不同的方式来表达．例如，我们前面研究的函数 siny x 和 2 1y x  ，

这些函数的因变量 y均可以用关于自变量 x的代数式表示，这种函数称为

显函数．再如，椭圆方程
2 2

2 2 1( 0)x y y
a b

   ，其自变量 x与因变量 y之间

的对应关系通过关于 x， y的方程，表示这种函数称为隐函数．在物理学、

工程技术和经济学中，变量之间的函数关系一般要通过方程表示．

定义 1 在一个方程 ( ) 0F x y ， 中，若 x在某一数集 D内任意取值都有唯

一确定的 y使 x y， 是该方程的解，那么就称 ( )F x y， 在数集 D上确定了一

个隐函数 ( )y y x ．

例 1 求由方程 3 1 0x y   确定的隐函数的导数．

解 y是 x的函数，将方程 3 1 0x y   两边同时对 x求导得

3d ( 1) 0
d

x y
x

   ，

即 2 2d d1 3 0 1 3 0
d d
y yy y
x x

       ，解得 2

d 1
d 3
y
x y
 ．

例 2 求由方程 e e 0x yxy    确定的隐函数 ( )y y x 的导数．

解 方程两边对 x求导（注意 y是 x的函数）得

e e 0x yy xy y      ．

当 e 0yx   时，解得

e
e

x

y

yy
x
 


．

例 3 求双曲线
2 2

1
9 4
x y

  在点
85
3

 
 
 

， 处切线方程．

解 方程
2 2

1
9 4
x y

  两边同时对 x求导得

2 2 0
9 4
x y y   ，

求得
4
9
xy
y

  ．

所以，双曲线在点
85
3

 
 
 

， 处切线斜率为

85
3

4 5 5
8 69
3

k y  
 
 

  


，
，

从而所求切线方程为

8 5 ( 5)
3 6

y x   ，

学习隐函

数与参数

方程确定

的函数的

求 导 法

则。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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化简得

5 6 9 0x y   ．

对于某些显函数，利用常规的方法求导很复杂，也比较难求，如幂指函数和多

个函数乘除开方求导，这时我们可对函数表达式两边取对数，简化函数，再用

隐函数求导方法求出函数的导数，这种求导数的方法通常称为取对数求导法．下

面通过几个例子来说明这种方法．

例 4 求幂指数函数 sin(tan ) xy x 的导数．

解 函数 sin(tan ) xy x 两边取对数得

ln sin ln tany x x  ，

方程两边对 x 求导得

21 1cos ln tan sin sec cos ln tan sec
tan

y x x x x x x x
y x

       ．

所以， sin' (cos ln tan sec ) (tan ) (cos ln tan sec )xy y x x x x x x x    ．

【学生】理解隐函数的导数

【教师】讲解由参数方程确定的函数的导数，并通过例题讲解介绍其应用

定义 2 若参数方程
( )
( )

x t
y t





 

，
确定了 y 与 x 的函数关系 ( )y y x ，则此函数

称为由参数方程确定的函数 ( )y y x ．

在解决实际问题时，往往需要计算由参数方程确定的函数的导数，但由参数方

程
( )
( )

x t
y t





 

，
消去 t 确定 y 与 x 的关系方程通常很困难，因此，需要研究直接

由参数方程计算函数导数的方法，具体内容如下．

设由参数方程
( )
( )

x t
y t





 

，
确定 y 是 x 的函数， ( )t ， ( )t 可导，且 ( ) 0t  ，

( )x t 是单调连续的，其反函数为 1( )t x  ．

在上述条件下， 1( ) ( ( ))y t x     ，由复合函数求导与反函数求导法则可

得
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d
d d d d 1 d

d dd d d d
d d

y
y y t y t

x xx t x t
t t

     ．

所以，由参数方程
( )
( )

x t
y t





 

，
确定的函数 ( )y y x 的导数为

d
d ( )d

dd ( )
d

y
y tt

xx t
t





 


．

例 6 已知椭圆
2 2

2 2 1x y
a b

  的参数方程为
cos
sin

x a t
y b t


 

，

，
求椭圆在

4
t 


相应点处的切线方程．

解 当
4

t 
 时，设椭圆上的对应点为 0 0 0( )M x y， ，则

0
2cos

4 2
x a a
  ， 0

2sin
4 2

y b b
  ．

设 0M 点切线的斜率为 k，则

2 2
4 4 42 2

d
d ( sin ) cosd

dd sin( cos )
d

t t ta b

y
y b t b t btk

xx a t aa t
t

        
 


      

，

．

因此，所求切线方程为

2 2
2 2

by b x a
a
 

     
 

，

化简得

2 0bx ay ab   ．

若由参数方程
( )
( )

x t
y t





 

，
确定的隐函数存在二阶导数，则由

d ( )
d ( )
y t
x t








可得

2

2

d ( )
d ( )d d d d ( ) d

dd d d d ( ) d
d

t
t ty y t t

xx x x t t x
t






 
             

2

3

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

t t t t
t t t tt

t t

   
   

 

   
    

 
 

，
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问题

讨论

10M

课堂

小结

5 M

所以
2

2 3

d
d
y
x

   


   



．

【学生】理解由参数方程确定的函数的导数

【教师】组织学生讨论以下问题

1．关于 x， y的方程 ( ) 0F x y ， 都能确定 y是 x的函数吗？

2．由参数方程
( )
( )

x t
y t





 

，
确定的函数的导数为

d ( )
d ( )
y t
x t








，则函数的二阶导

数为
2

2 2

d ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
d ( ) ( )
y t t t t t
x t t

    
 

      
    

，这一结论是否正确？

【学生】讨论、发言

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了高阶导数、隐函数与参数方程确定的函数的求导法则的相关知识及

其应用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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授课时间 第 9 周 课次 第 10 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第二章 导数与微分

第五节 函数的微分

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）理解函数微分的概念，及其几何意义；

（2）掌握基本初等函数的微分与函数微分的运算法则；

（3）掌握微分在近似运算中的应用。

思政育人目标：

通过第二次数学危机的解决与微分的联系，让学生理解数学史，使学生体会到

数学是源于生活的，是对实际问题的抽象产生的，不是脱离实际生活的；引导学生

养成独立思考和深度思考的良好习惯；培养学生的逻辑思维、辩证思维和创新思维

能力；树立学生实事求是、一丝不苟的科学精神；引导学生运用所学知识揭示生活

中的奥秘，在实践中深化认识，达到学以致用的目的。

教学重点及难点：

教学重点：函数微分的概念、函数微分的运算法则

教学难点：微分在近似运算中的应用

应对策略：在讲解定义：微分等于一个线性主部加上一个无穷小量引导学生抓

住事物的主要矛盾，无穷小量可以忽略。

作业、讨论题、思考题：

习题 2-5 T3 T4

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了微分的定义和几何意义、基本初等函数的微分与函数微分的运算法

则、函数的近似计算和误差估计的相关知识及其应用。课后大家要多加练习，巩固

认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课发现部分学生缺乏练习，无法将所学知识很好地应用到题目中。在今后的教
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学中应更加注重课堂练习环节的作用，将其与平时成绩紧密结合，让学生自主参与，

消除学生的惰性，培养学生良好的学习习惯。

下节课预习重点：

微分中值定理

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解微分的定义

例 1 一块正方形金属薄片，由于温度的变化，其边长由 0x 变为 0x x  ，如

图 2-4 所示，此时薄片的面积改变了多少？

图 2-4

解 设此薄片的边长为 x，面积为 A，则 2A x ．

当自变量 x在 0x 有改变量 x 时，相应的面积函数有改变量 A ，则

2 2 2
0 0 0( ) 2 ( )A x x x x x x          ．

从图中可以看出， A 由两部分组成：一部分是 02x x （ x 的线性函数），为

图中两个矩形的面积，它是 A 的主要组成部分（ x 很小时）；另一部分是

2( )x ，为图中小正方形的面积，当 x 很小时，这部分可以忽略不计（ 2( )x

是 x 的高阶无穷小）．所以，当 x 很小时，

02A x x    ．

这表明，正方形金属薄片面积的改变量可近似地用 x 的线性函数部分来代

替，其误差 2( )x 是 x 的高阶无穷小．由此产生了微分概念．

定义 1 设函数 ( )f x 在 0( )U x 内有定义， x 为自变量改变量， 0x 和 0x x 

都在 0( )U x 内，若 x 产生的函数改变量 0 0( ) ( )y f x x f x     可以表示成

( )y A x x     （ A是不依赖于 x 的常数），即 y 可用 x 的线性函数

A x  加 x 的高阶无穷小量表示，则称函数 ( )f x 在 0x 点可微． A x 称为

函数 ( )f x 在点 0x 相应于 x 的微分，记作
0

d |x xy  ，即
0

d |x xy A x   ．

一般来说，如果 ( )y f x 在点 0x 可微，则存在常数 A，使

0 0( ) ( ) ( )y f x x f x A x x         ，

这样就有
( )y xA

x x
 

 
 

．令 0x  ，得
0 0

( )lim lim
x x

y xA A
x x


  

 
  

 
，所以，

0( )A f x ．故若 ( )f x 在 0x 点可微，则 ( )f x 在 0x 点一定可导，且

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习微分

的定义和

几何意

义。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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0 0d | ( )x xy f x x   ．

反之，若 ( )f x 在 0x 点可导，则

00
lim ( )
x

y f x
x 

 


，

0( ) ( )y f x x
x

   


（其中 ( )x  是 0x  的无穷小量），

0 0( ) ( ) ( ) ( )y f x x x x f x x x            ．

所以， ( )f x 在 0x 点一定可微．

因此，有如下定理．

定理 1 设函数 ( )y f x 在 0( )U x 内有定义，则 ( )f x 在点 0x 处可微的充要条

件是 ( )f x 在点 0x 处可导，且

0d ( )y f x x  ．

定理表明，函数在点 0x 处的可微性与可导性是等价的．因此，可导函数也称

为可微函数．函数 ( )f x 在任意点 x处的微分称为函数 ( )f x 的微分，记作 dy或

d ( )f x ，即

d ( )y f x x  ．

当 ( )f x x 时，
0

d ( ) |x xx x x x    ，即 dx x  ．因此， x 可看成自变

量本身的微分，因此，函数 ( )f x 的微分又可写成 d ( )dy f x x ，从而，有

d ( )
d
y f x
x

 ．

因此，导数也称为微商．

按以上结果可以得到：

（1）微分计算与导数计算的本质相同；

（2）导数记号
d
d
y
x
就是微分的商；

（3）前面讨论的复合函数求导法则及参变量函数的导数公式

d d d d d /d
d d d d d /d
y y u y y t
x u x x x t
  ，

均是微分的代数恒等式．

例 1 求函数 3y x 在 1x  和 2x  点处的微分．

解 函数 3y x 在 1x  处的微分

3 2
1 1 1d | ( ) | d 3 | d 3dx x xy x x x x x      ．

函数 3y x 在 2x  点处微分
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3 2
2 2 2d | ( ) | d 3 | d 12d 12dx x xy x x x x x x       ．

例 2 分别求函数 siny x ， tany x ， exy  的微分．

解 函数 siny x 的微分

d (sin ) d cos dy x x x x  ；

函数 tany x 微分

2d tan (tan ) d sec dx x x x x  ；

函数 exy  微分

de (e ) d e dx x xx x  ．

【学生】理解微分的定义

【教师】讲解微分的几何意义

如图 2-5 所示，设函数 ( )y f x 在点 0x 处可微，在直角坐标系中，MT 是

曲线 ( )f x 在点 0 0 0( ( ))M x f x， 处的切线．对于可微函数 ( )y f x 来说，当

0 0( ) ( )y f x x f x     是曲线 ( )f x 在 0x 点和 0x x  点纵坐标的增量时，

函数 ( )y f x 在 0x 的微分就是曲线 ( )f x 在点 0M 处的切线在 0x 点和

0x x  点纵坐标的增量，这就是微分的几何意义．

图 2-5

由微分的定义和几何意义可以看出：当 x 很小时， 0d ( )y y f x x    ．在

几何上就是函数曲线在局部可用函数的切线段近似代替，这种表示称为非

线性函数的局部线性表示．这是微积分学的基本思想方法之一，这种思想

方法在自然科学和工程问题的研究中被经常采用．

上述思想方法，在几何上看就是：在 0 0 0( ( ))M x f x， 邻近用切线段近似代替

曲线段，我们称之为“局部以直代曲”．

【学生】理解微分的几何意义
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课时

分配
教 学 内 容 方法及

手段

知识

讲解

20M

【教师】讲解基本初等函数的微分与函数微分的运算法则，并通过例题讲解介绍其应

用

1．基本初等函数的微分公式

由函数微分的定义可知，求函数 ( )y f x 的微分，只需求函数 ( )f x 的导数

( )f x ，再乘自变量的微分 dx 即可．因此，基本初等函数的微分公式如下：

（1） d( ) 0C  (C 为常数)；（2） 1d( ) dx x x   (  为常数)；

（3） d(sin ) cos dx x x ；（4） d(cos ) sin dx x x  ；

（5） 2d(tan ) sec dx x x ；（6） 2d(cot ) csc dx x x  ；

（7）
1d(ln ) dx x
x

 ；（8）
1d(log ) d ( 0 1)
lna x x a a
x a

  ， ；

（9） d(e ) e dx x x ；（10） d( ) ln d ( 0 1)x xa a a x a a  ， ；

（11）
2

1d(arcsin ) d
1

x x
x




；（12）
2

1d(arccos ) d
1

x x
x

 


；

（13） 2

1d(arc tan ) d
1

x x
x




；（14） 2

1d(arccot ) d
1

x x
x

 


．

2．函数微分的四则运算法则

由于 d ( ) ( )df x f x x ，因此，微分运算实际就是导数的运算，故可得

d[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] df x g x f x g x x   ，

d[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] df x g x f x g x x ，

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d ( ) ( )dd d d
( ) ( ) ( ) ( )
f x f x f x g x f x g x f x g x x f x g x xx x
g x g x g x g x

          
       

     

2

( )d ( ) ( )d ( )
( )

g x f x f x g x
g x


 ．

这样，我们就得到了函数微分的四则运算公式：

（1） d[ ( ) ( )] d ( ) d ( )f x g x f x g x   ；

（2） d[ ( ) ( )] ( )d ( ) ( )d ( )f x g x g x f x f x g x  ；

学习基本

初等函数

的微分与

函数微分

的运算法

则、微分

的应用。

边 做 边

讲，及时

巩 固 练

习，实现

教学做一

体化
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（3） 2

( ) ( )d ( ) ( )d ( )d
( ) ( )
f x g x f x f x g x
g x g x

  
 

 
．

3．复合函数的微分法则

复合函数 ( ( ))y f g x 由 ( )y f u ， ( )u g x 复合而成，若 ( )y f u ， ( )u g x

可导，则复合函数 ( ( ))y f g x 微分为

d ( ( )) [ ( ( ))] d ( ( )) ( )d ( ( ))d ( ) ( )df g x f g x x f g x g x x f g x g x f u u        由上式可以看

出，无论u是中间变量还是自变量， d ( )dy f u u 并不改变，这种性质我们称

为一阶微分的形式不变性．因此，求复合函数的微分可先求中间变量的微分，

然后再求中间变量对自变量的微分．例如， sin(2 1)y x  是由 siny u ，

2 1u x  复合而成的，其微分如下：

d(sin(2 1)) dsin cos d cos(2 1)d(2 1) 2cos(2 1)dx u u u x x x x        例 3

2

ln(1 e )xy x   ，求 dy．

解
2 2

2

1d d[ln(1 e )] d(1 e )
1 e

x x
x

y x x
x

     
 

2 2

2 2
21 1(d de ) (d e d )

1 e 1 e
x x

x x
x x x

x x
   

   

2
2

2 2

1 1 2 e(d 2 e d ) d
1 e 1 e

x
x

x x

xx x x x
x x


  

   
．

例 4 2 1e cos(2 1)xy x  ，求 dy．

解 2 1 2 1 2 1d d[e cos(2 1)] cos(2 1)de e d cos(2 1)x x xy x x x       
2 1 2 1cos(2 1)e d(2 1) e sin(2 1)d(2 1)x xx x x x      

2 1 2 12cos(2 1)e d 2e sin(2 1)dx xx x x x    
2 12e [cos(2 1) sin(2 1)]dx x x x    ．

例 5 设 2 2e sinxx y y  ，求 dy．

解 对等式两边同时微分得

2 2d( e ) d(sin )xx y y  ，

2 2d( ) de d(sin )xx y y  ，

即 2 22 d d 2e d cos dxxy x x y x y y   ，

整理得
2

2

2(e )d d
cos

x xyy x
x y





．
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问题

讨论

10M

课堂

检测

10M

课堂

小结

5 M

例 6 在下列等式左端的括号中填入适当的函数，使等式成立：

（1） d( ) dx x ；（2） d( ) cos dx x ( 0)  ；

（3） 1d( ) d
2

x
x

 ；（4） 1d( ) dx
x

 ．

解 （1）因为 2d 2 dx x x ，所以 2 21 1d d d
2 2

x x x x    
 

，所以

21d d
2
x x x   

 
．

又由于 d 0C  ，因此有

21d d
2
x C x x   

 
(C为任意常数)．

同理可得

（2） 1d sin cos dx C x x 

   
 

；

（3） 1d( ) d
2

x C x
x

  ；

（4） 1d(ln ) dx C x
x

  ．

【学生】掌握基本初等函数的微分与函数微分的运算法则

【教师】讲解函数的近似计算和误差估计

【教师】组织学生讨论以下问题

1．解释函数 ( )y f x 在 0x 点可微与在 0x 点连续的关系，并说明理由．

2．函数的微分与导数的概念有何区别与联系？由导数定义能推出微分定义

吗？反之如何？

3．微分用于函数值的近似计算有何优点与缺点？

【学生】讨论、发言

【教师】出几道测试题目，测试一下大家的学习情况

【学生】做测试题目

【教师】公布题目正确答案，并演示解题过程

【学生】核对自己的答题情况，对比答题思路，巩固答题技巧

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了微分的定义和几何意义、基本初等函数的微分与函数微分的运算法

则、函数的近似计算和误差估计的相关知识及其应用。课后大家要多加练习，巩固认

知。

【学生】总结回顾知识点
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授课时间 第 9 周 课次 第 11 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第三章 微分中值定理与导数的应用

第一节 微分中值定理

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）理解罗尔中值定理、拉格朗日中值定理、柯西中值定理及其应用；

（2）掌握这三个定理的简单应用。

思政育人目标：

通过学习罗尔中值定理、拉格朗日中值定理、柯西中值定理及其应用，让学生

体会国内外数学家追求科学道路的艰辛，培养学生坚韧的意志，激励学生努力学习，

培养创新精神，锲而不舍，刻苦钻研的数学精神。

教学重点及难点：

教学重点：罗尔中值定理、拉格朗日中值定理、柯西中值定理的证明过程

教学难点：罗尔中值定理、拉格朗日中值定理、柯西中值定理的应用

应对策略：首先证明出结论，再用引申的例子去完善如何应用的具体过程。若

题干只出现了连续，则使用最值定理+介值定理；若有开区间可导，则是微分中值

定理；若是证明函数等于零，首先观察是否有原函数（是否存在导函数），若存在

则考虑使用罗尔中值定理；若出现二阶导函数，则考虑使用多次罗尔中值定理；若

题目中不存在导函数或者不存在原函数，则考虑使用零点定理；若出现单侧极限，

则使用费马引理；拉格朗日定理和柯西中值定理考验观察力，柯西中值定理较为简

单；若出现多个一阶导函数，则考虑使用多次拉格朗日定理；出现一阶导函数的不

等式也是拉格朗日定理；拉格朗日定理较难，一般把所有方法排除后再往拉格朗日

定理方向凑；首先把一个变量的移项凑到一边，这样就比较容易构造函数；若出现

超过二阶或者二阶不等式（多个拉格朗日定理）的导函数，一定是带拉格朗日定理

的余项泰勒展开。

作业、讨论题、思考题：

习题 3-1 T2（2）（3） T3



85

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了罗尔中值定理、拉格朗日中值定理、柯西中值定理的相关知识及其应

用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课取得了较好的教学效果，在课堂测试环节针对学生练习中出现的问题进行了

细致的辅导，为学生解决了很多以前没有弄懂的问题，并从中发现了一些教学中的

盲点，后面的教学中会针对这些问题进行具体讲解。

下节课预习重点：

洛必达法则

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解罗尔中值定理及其证明过程，并通过例题介绍其应用

费马引理 设 ( )f x 在 0x 的某一邻域 0( )U x 内有定义，且在 0x 点处可导，如果

对任意的 0( )x U x ，都有 0( ) ( )f x f x� 或 0( ) ( )f x f x� ，则 0( ) 0f x  ．

证明 不妨设 0( )x U x 时， 0( ) ( )f x f x� （ 0( ) ( )f x f x� 可以类似地证明）．那

么，当 0x x 时有

0

0

( ) ( )
0

f x f x
x x



� ，

当 0x x 时有

0

0

( ) ( )
0

f x f x
x x



� ．

由 ( )f x 在 0x 处可导及函数极限的保号性得

0

0
0 0

0

( ) ( )
( ) ( ) lim 0

x x

f x f x
f x f x

x x


  


� ，

0

0
0 0

0

( ) ( )
( ) ( ) lim 0

x x

f x f x
f x f x

x x


  


� ，

所以 0( ) 0f x  ．

费马引理的几何意义如图 3-1 所示：若曲线 ( )y f x 在点 0 0( ( ))x f x， 是局部最

高点或局部最低点，则曲线在该点处必有水平切线．

定理 1（罗尔中值定理） 设 ( )f x 在 [ ]a b， 上连续，在 ( )a b， 内可导，且

( ) ( )f a f b ，则至少存在一点 ( )a b  ， ，使得 ( ) 0f   ．

图 3-1

证明 由于 ( )f x 在 [ ]a b， 上连续，根据闭区间上连续函数的最值定理可知，

( )f x 在[ ]a b， 上必有最大值M 和最小值m．这样，有以下两种可能的情形：

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习罗尔

中值定理

及其证明

过程。边

做边讲，

及时巩固

练习，实

现教学做

一体化
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（1）若 ( )f x 在[ ]a b， 上M m ，则 ( )f x 在[ ]a b， 上为常数，函数在 ( )a b， 内

任意点的导数为 0；

（2）若M m ，由于 ( ) ( )f a f b ，M 与m至少有一个值在 ( )a b， 内取得．现

设 ( )M f a （ ( )m f a 证法类似），则必存在一点 ( )a b  ， ，使 ( )f M 

（或m）．因此对任意 ( )a b  ， ，都有 ( )f M � ，由费马定理知 ( ) 0f   ．

罗尔定理的几何意义：对闭区间[ ]a b， 上的连续曲线 ( )y f x ，当两端点连线

为水平直线时，在开区间 ( )a b， 内至少有一点具有水平切线，如图 3-2 所示．

图 3-2

例 1 验证函数 2( ) 4 3f x x x   在区间 [1 3]， 上满足罗尔定理的条件，并求

点 ，使 ( ) 0f   ．

证明 因为 ( )f x 是初等函数，所以 ( )f x 在[1 3]， 上连续，在 (1 3)， 内可导，且

(1) (3)f f ，故其满足罗尔定理的三个条件．

又因为 ( ) 2 4 2( 2)f x x x     ，由 ( ) 0f x  得 2x  ，2 (1 3) ， ，所以 2  ．

例 2 证明 ( ) ( 2)( 4)( 6) 1f x x x x x     的导函数 ( )f x 有 3 个零点分别位

于区间 (0 2)， ， (2 4)， ， (4 6)， 内．

证明 因为 ( )f x 在 R 上连续可导，且 (0) (2) (4) (6) 1f f f f    ，在区间

[0 2]， ， [2 4]， ， [4 6]， 上应用罗尔定理，存在 1 (0 2)  ， ， 2 (2 4)  ， ，

3 (4 6)  ， ，使得 1( ) 0f   ， 2( ) 0f   ， 3( ) 0f   ．所以 1 ， 2 ， 3 是 ( )f x

的三个零点．
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课时

分配
教 学 内 容 方法及

手段

知识

讲解

30M

【教师】讲解拉格朗日中值定理及其证明过程，并通过例题介绍其应用

定理 2（拉格朗日中值定理） 设函数 ( )f x 在[ ]a b， 上连续，在 ( )a b， 内可导，

则至少存在一点 ( )a b  ， ，使得
( ) ( )( ) f b f af
b a

  


．

分析 如图 3-3 所示，拉格朗日中值定理实际是让我们证明曲线 ( )f x 上存在

一点 ( ( ))f ， ，使其切线平行于 A， B点所在直线 ( )l x ，即

( ) ( ) 0f l x   （
( ) ( )( ) f b f al x
b a
 


），

( ) ( ) 0 [ ( ) ( )] 0xf l x f x l x  
      ．

图 3-3

因此，只要证明 ( ) ( )f x l x 在[ ]a b， 上满足罗尔中值定理条件，即可证明拉格

朗日中值定理成立．

证明 易知 A， B点所在直线方程为

( ) ( )( ) ( ) ( )f b f al x f a x a
b a


  


．

令
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f b f aF x f x l x f x f a x a
b a
        

，

因为 ( )f x 在 [ ]a b， 上连续，在 ( )a b， 内可导，所以 ( )F x 在 [ ]a b， 上连续，在

( )a b， 内可导，并且

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0f b f aF a f a f a a a f a f a
b a
         

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )] 0f b f aF b f b f a b a f b f a f b f a
b a
           

所以

( ) ( )F a F b ，由罗尔中值定理知至少存在一点 ( )a b  ， ，使得 ( ) 0F   ．而

学习拉格

朗日中值

定理、柯

西中值定

理。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )f b f a f b f aF x f x f a x a f x
b a b a

            
所以

( ) ( )( ) 0f b f af
b a

   


，即
( ) ( )( ) f b f af
b a

  


．

拉格朗日中值定理的几何意义：如果过连续曲线 ( )f x 上除端点外的其他点有

不垂直于 x 轴的切线，那么这条曲线上除端点外至少存在一点，使过该点的切

线平行于区间两端点的连线．

显然，对于拉格朗日中值定理的条件，若进一步使得 ( ) ( )f a f b ，则拉格朗

日中值定理即为罗尔定理，这说明罗尔中值定理是拉格朗日中值定理的特殊情

况．

例 3 验证函数 3 2( ) 6 11 6f x x x x    在区间 [0 3]， 上满足拉格朗日中值定

理的条件，并求出定理中的 ．

证明 显然 ( )f x 在[0 3]， 上连续，在 (0 3)， 内可导，故其满足拉格朗日中值定

理的条件．又因为

2( ) 3 12 11f x x x    ，

则 2(3) (0) 2 3 12 11
3

f f  
    ，

解得 1 1  ， 2 3  （舍去）．

作为拉格朗日中值定理的应用有如下推论．

推论 若 ( )f x 在区间 I 上的导数恒为零，则 ( )f x 在区间 I上是一个常数．

证明 在区间 I上任取两点 1x ， 2x ( 1 2x x )，应用拉格朗日中值定理得

2 1 2 1( ) ( ) ( )( )f x f x f x x   1 2( )x x  ．

假设 ( ) 0f   ，所以 2 1( ) ( ) 0f x f x  ，而 1x ， 2x 在区间 I 上的选取是任意的，

因此 ( )f x 在区间 I 上是一个常数．

例 4 证明 arcsin arccos
2

x x 
  ， ( 1 1)x  ， ．

证明 设 ( ) arcsin arccosf x x x  ，则

2 2

1 1( ) 0
1 1

f x
x x

   
 

， ( 1 1)x  ， ，

所以 ( )f x C ， ( 1 1)x  ， ．
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又因为 (0) arcsin 0 arccos0 0
2 2

f  
     ，所以 ( ) (0)

2
f x f 

  ，结论得

证．

例 5 证明当 0x  时， ln(1 )
1
x x x
x
  


．

证明 设 ( ) ln(1 )f x x  ，显然 ( )f x 在区间 [0 ]x， 上满足拉格朗日中值定理的

条件，则

( ) (0) ( ) (0 )f x f f x x   ， ， ．

又因为 (0) 0f  ，
1( )

1
f x

x
 


，因此

ln(1 )
1
xx


 


．

而 0 x  ，所以

1 1 1 x    ，

不等式两边同时取倒数得

【学生】理解罗尔中值定理是拉格朗日中值定理的特殊情况

【教师】讲解柯西中值定理

定理 3（柯西中值定理） 设函数 ( )F x ， ( )G x 在 [ ]a b， 上连续，在 ( )a b， 内

可导，且 ( ) 0 ( )G x x a b  ， ， ，则至少存在一点 ( )a b  ， ，使得

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

F b F a F
G b G a G








．

证明 设 ( ) ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]H x F x G b G a G x F b F a    ，因为 ( )F x ， ( )G x 在

[ ]a b， 上连续，在 ( )a b， 内可导，所以 ( )H x 在 [ ]a b， 上连续，在 ( )a b， 内可导，

且

( ) ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )H a F a G b G a G a F b F a F a G b G a F b     

( ) ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )H b F b G b G a G b F b F a F a G b G a F b     

所以 ( ) ( )H a H b ， ( )H x 在 [ ]a b， 上满足罗尔中值定理条件，故至少存在一

点 ( )a b  ， ，使得 ( ) 0H   ．又因为

( ) ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]H x F x G b G a G x F b F a      ，

( ) ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )] 0H F G b G a G F b F a         ．

又因为 ( )x a b ， 时， ( ) 0G x  ，则 ( ) 0G   ，
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问题

讨论

10M

课堂

小结

5 M

( ) ( ) 0G b G a  （ ( )G x 在[ ]a b， 上满足拉格朗日中值定理条件），故

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

F b F a F
G b G a G








．

若取 ( )G x x ，则 ( ) ( )G b G a b a   ， ( ) 1G x  ，则柯西中值定理变为

( ) ( ) ( )( ) ( )F b F a F x b a a b     ，

因此，拉格朗日中值定理为柯西中值定理的特殊情况.

【学生】理解拉格朗日中值定理为柯西中值定理的特殊情况

【教师】组织学生讨论以下问题

利用函数
0

( )
0

x x
f x

x x
 

 


， ，

， �
说明在区间[ 1 1] ， 上罗尔定

理不成立，在区间 [ 1 2] ， 上拉格朗日中值定理不成立，并阐述理由．

【学生】讨论、发言

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了罗尔中值定理、拉格朗日中值定理、柯西中值定理的相关知识及其

应用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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授课时间 第 9 周 课次 第 12 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第三章 微分中值定理与导数的应用

第二节 洛必达法则

第三节 泰勒公式

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）掌握使用洛必达法则求函数极限的方法；

（2）理解使用泰勒公式求函数极限的方法。

思政育人目标：

通过学习洛必达法则、泰勒公式及其应用，培养学生的逻辑思维、辩证思维和

创新思维能力；通过为学生介绍使用洛必达法则和泰勒公式求一些函数的极限的方

法，使学生认识到解决问题是需要一定技巧的。

教学重点及难点：

教学重点：洛必达法则的相关定理

教学难点：使用洛必达法则求函数极限

应对策略：不经过计算我们无法清楚知道
0
0
未定式的极限到底是 0 还是常数

或极限不存在，引导学生体会实践是检验真理的唯一标准。

作业、讨论题、思考题：

习题 3-2 T1 T2

习题 3-3 T1 T3

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了利用洛必达法则和泰勒公式求函数极限的方法。课后大家要多加练

习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课效果不错，学生都能积极参与到教学活动中。教学上本着“授之鱼不如授之

以渔”的宗旨，注重对学生能力的培养，不仅教他们学习知识，而且让他们在学习

过程中学会学习，学会做人。



93

下节课预习重点：

函数的单调性与曲线的凹凸性

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解未定式的概念，以及学习洛必达法则的意义

如当 x a （或 x ）时，两个无穷小量之商与两个无穷大量之商的极限

可能存在，也可能不存在，这种极限称为未定式，简记为
0
0
和




．洛必达法

则是处理未定式极限的重要

工具，是计算
0
0
型、




型及其他类型未定式极限的简单而有

效的方法．

【教师】讲解 与 型未定式求极限的洛必达法则，并通过例题介绍其应用

定理 1 设 ( )F x ， ( )G x 在 0x 的某去心邻域
o

0( )U x 内有定义，且满足：

（1）
0

lim ( ) 0
x x

F x


 ，
0

lim ( ) 0
x x

G x


 ；

（2） ( )F x ， ( )G x 在
o

0( )U x 内可导，且 ( ) 0G x  ；

（3）
0

( )lim
( )x x

F x
G x




存在（或为），

那么

0 0

( ) ( )lim lim
( ) ( )x x x x

F x F x
G x G x 





．

同样，我们可得到如下


型未定式求极限的洛必达法则．

定理 2 设 ( )F x ， ( )G x 在 0x 的某去心邻域
o

0( )U x 内有定义，且满足：

（1）
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

F x G x
 

   ；

（2） ( )F x ， ( )G x 在
o

0( )U x 内可导，且 ( ) 0G x  ；

（3）
0

( )lim
( )x x

F x
G x




存在（或为）．

那么

0 0

( ) ( )lim lim
( ) ( )x x x x

F x F x
G x G x 





．

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习洛必

达法则的

使 用 方

法。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化



95

例 1 求
0

sinlim ( 0)
sinx

ax b
bx

 ．

解
0 0

sin coslim lim
sin cosx x

ax a ax a
bx b bx b 

  ．

例 2 求
3

3 22

12 16lim
2 4 8x

x x
x x x

 
  

．

解
3 2

3 2 22 2 2

12 16 3 12 6 3lim lim lim
2 4 8 3 4 4 6 4 2x x x

x x x x
x x x x x x  

  
  

     
．

注意，上式中的
2

6lim
6 4x

x
x 

已不是未定式，不能继续应用洛必达法则．

例 3 求
arctan

2lim 1x

x

x





．

解
22

2

2

1arctan
12lim lim lim 1

1 1 1x x x

x xx
x

x x
  

 
  


．

例 4 求 2

lnlim
x

x
x

．

解 2 2

ln 1lim lim 0
2x x

x
x x 

  ．

例 5 求
2

lim
exx

x


．

解
2 2 2lim lim lim 0

e e ex x xx x x

x x
  

   ．

结论 x 时，幂函数增大的速度快于对数函数，指数函数增大的速度快

于幂函数（由例 4、例 5 得出）．

例 6 求
coslim

x

x x
x


．

解 由于

cos 1 sinlim lim
1x x

x x x
x 
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不存在，故不能使用洛必达法则求此极限，但不表示此极限不存在．此极

限可用以下方法求得：

cos coslim lim 1 1 0 1
x x

x x x
x x 

       
 

．

有时求函数极限需先化简求极限的函数，再用洛必达法则求极限，如先进行等

价无穷小量替换等．

例 7 求 20

tanlim
sinx

x x
x x


．

分析 这是一个
0
0
型未定式求极限，直接用洛必达法则求极限，会使极限变

得更为复杂．可以考虑先使用等价无穷小的替换对极限进行化简，但还要注意

等价无穷小替换的使用条件．

解 因为 sin ~ ( 0)x x x ，所以

2 30 0

tan tanlim lim
sinx x

x x x x
x x x 

 


2 2

2 20 0

sec 1 tanlim lim
3 3x x

x x
x x 


  ．

又因为 tan ~ ( 0)x x x ，所以

20

tanlim
sinx

x x
x x

 2

20

1lim
3 3x

x
x

  ．

例 8 求 30

sinlim
x

x x
x


．

解

2

3 2 20 0 0

1
sin 1 cos 12lim lim lim

3 3 6x x x

xx x x
x x x  

 
  

【教师】讲解可化为 型或 型的未定式求极限的洛必达法则，并通过例题介绍其

应用

一些未定式如 0  ， ， 0x x ，1 ， 0 型，可化为
0
0

型或



型未定式求极限．

例 9 求
0

lim ln
x

x x


．

解 这是一个 0 型未定式，可化为



型未定式求极限．

0 0

lnlim ln lim
1x x

xx x

x

  


0 0
2

1

lim lim ( ) 0
1x x

x x

x

  
   


．
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例 10 求
0

1 1lim
e 1xx x

   
．

解 这是  型未定式，通常可以用通分或有理化等方法将其化为
0
0
型或




型未定式求极限．

0 0

1 1 e 1lim lim
e 1 (e 1)

x

x xx x

x
x x 

       20 0

e 1 e 1lim lim
2

x x

x x

x
x x 

  
  ，

因为 e 1 ~ ( 0)x x x  ，所以

0

1 1lim
e 1xx x

    0

1lim
2 2x

x
x

  ．

例 11 求
1

1lim
1 lnx

x
x x

   
．

解 这是  型未定式，可化为
0
0
型未定式求极限．

1 1

1 ln 1lim lim
1 ln ( 1) lnx x

x x x x
x x x x 

       1

ln 1lim
( 1) ln[1 ( 1)]x

x x x
x x

 


  
，

因为 ln[1 ( 1)] ~ 1 ( 1)x x x    ，所以

21 1

1 ln 1lim lim
1 ln ( 1)x x

x x x x
x x x 

       1 1

ln 1 1lim lim
2( 1) 2 2x x

x
x x 

  


．

例 12 求
0

lim x

x
x


．

解 这是一个 00 型未定式，可化为



型未定式求极限．

00
2 0

1
ln limlim 11 lim ( )

ln ln 0

0 0 0
lim lim e lim e e e e e 1

xxx
x

x x

x
x x x x x x

x x x
x
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课时

分配
教 学 内 容 方法及

手段

知识

讲解

30M

【教师】讲解泰勒公式，并通过例题讲解介绍其应用

泰勒中值定理 设 ( )f x 在 ( )a b， 内具有 1n  阶导数， 0 ( )x a b ， ，则对

( )x a b  ， 有

( )
20 0

0 0 0 0 0
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2! !

n
n

n
f x f xf x f x f x x x x x x x R x

n


         ， （3-1）

其中

( 1)
1

0
( )( ) ( )

( 1)!

n
n

n
fR x x x
n


 


( 介于 0x 与 x 之间)． （3-2）

证明 显然

( )
20 0

0 0 0 0 0
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2! !

n
n

n
f x f xR x f x f x f x x x x x x x

n
 

         
 

 ，

由于 ( )f x 在 ( )a b， 内具有 1n  阶导数，所以 ( )nR x 在 ( )a b， 内也具有 1n  阶

导 数 ， 且 ( )
0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 0n

n n n nR x R x R x R x      ． 要 证

( 1)
1

0
( )( ) ( )

( 1)!

n
n

n
fR x x x
n


 


(  介 于 0x 与 x 之 间 ) ， 只 要 证

( 1)

1
0

( ) ( )
( ) ( 1)!

n
n

n

R x f
x x n



 
 

即可．

由于 0
1 1 1

0 0 0 0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

n n n
n n n

R x R x R x
x x x x x x  




   

中对函数 ( )nR x 及 1
0( )nx x  在以 0x 与 x为端点的区间上应用柯西中值定理有

0 1
1 1

0 0 0 1 0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( 1)( )

n n n
n n n

R x R x R
x x x x n x


 




    
( 1 介于 0x 与 x之间)，

又因为

1 1 0

1 0 1 0 0 0

( ) ( ) ( )
( 1)( ) ( 1)( ) ( 1)( )

n n n
n n n

R R R x
n x n x n x x

 
 

  


      

对函数 ( )nR x 与 0( 1)( )nn x x  在以 0x 及 1 为端点的区间上应用柯西中值

定理有

学习泰勒

公式。边

做边讲，

及时巩固

练习，实

现教学做

一体化
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问题

讨论

10M

课堂

小结

5 M

1 0 2
1

1 0 0 0 2 0

( ) ( ) ( )
( 1)( ) ( 1)( ) ( 1) ( )

n n n
n n n

R R x R
n x n x x n n x

 
  

  


      
( 2 介于 0x 与 1 之间)，

依此类推，应用 1n  次柯西中值定理后得

1
1

0 1 0

( ) ( )
( ) ( 1)( )

n n
n n

R x R
x x n x







    

( 1)
2

1
2 0

( ) ( )
( 1)!( 1) ( )

n
n n

n

R R
nn n x

 







  

 
 ( 介于 0x

与 n 之间)，

即
( 1)

1
0

( ) ( )
( ) ( 1)!

n
n n

n

R x R
x x n



 
 

，而 ( 1) ( 1)( ) ( )n n
nR x f x  ，故

( 1)
1

0
( )( ) ( )

( 1)!

n
n

n
fR x x x
n


 


( 介于 0x 与 n 之间)，

定理得证．

式（3-1）称为函数 ( )f x 按 0( )x x 的幂展开的带有拉格朗日型余项的 n阶
泰勒公式． ( )nR x 表达式即式（3-2）称为拉格朗日型余项．

例 1 计算无理数 e 的近似值，使其误差不超过 610 ．

解 ex的麦克劳林公式为
2

e 1 ( ) (0 1)
2! !

n
x

n
x xx R x

n
        ，

所以
1 1 ee 1 1
2! ! ( 1)!n n



     


 ．

要使 61 1 ee 1 1 10
2! ! ( 1)!n n


          

 ，只要

6e e 3 10 (e 3)
( 1)! ( 1)! ( 1)!n n n


   

  
，

即 6( 1)! 3 10n    ，解得 9n� ．所以，当 9n  时，

1 1e 1 1
2! 9!

     ，

计算得 e 2.718 282 ，其误差不超过 610 ．

用同样的方法，可以通过 ln(1 )x 的麦克劳林公式计算出 ln2 ， ln3 设定精

度的近似值．

【教师】组织学生讨论以下问题

给出求函数马克劳林公式的一般方法．说明在一定精度要求下，用函数马克劳

林公式近似计算函数值的方法．

【学生】讨论、发言

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了利用洛必达法则和泰勒公式求函数极限的方法。课后大家要多加练

习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点



100

授课时间 第 10 周 课次 第 13 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第三章 微分中值定理与导数的应用

第四节 函数的单调性与凹凸性

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）掌握函数单调性的判断；

（2）掌握曲线凹凸性、凹凸区间和拐点的判定。

思政育人目标：

函数的凹凸性意味着函数的图像是起起伏伏的，也如我们的人生。人生的道路

不可能一帆风顺，难免会出现起起伏伏，会有高峰，也会有低谷，但是高峰和低谷

都是暂时的。处于低谷的自己，要触底反弹，多鼓励自己，想尽办法走出困境；处

于高峰的自己，要居安思危，学会自我反省，避免安于现状，被优胜劣汰。

教学重点及难点：

教学重点：函数单调性定理，凹凸性和拐点的定义

教学难点：函数单调性的判断

应对策略：在讲解“曲线凹凸性”这一内容时，可从如下案例引入。港珠澳大

桥横穿大海，宛若一条长龙飞向天际。这条长桥是中国从桥梁大国走向桥梁强国的

里程碑之作，被称为“现代世界七大奇迹”之一。可以将桥抽象成一条曲线，研究

这条曲线的常见特性。

作业、讨论题、思考题：

习题 3-4 T1 T2

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了函数单调性的判别法和函数的凹凸性与拐点的方法。课后大家要多加

练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课效果不错，学生都很积极地参与到教学活动中。在教学过程中，通过对例题

的分析，使学生理解到数学活动是一种积极的思维活动和探索行为，是同化，是探
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索，是发现，是再创造，是与实际应用紧密联系的科学。

下节课预习重点：

函数的极值与最大值最小值

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解函数单调性的判别法，并通过例题介绍其应用

如果函数 ( )y f x 在[ ]a b， 上单调增加或单调减少，那么它的图形是沿着 x 轴

正向上升或下降的曲线．这时曲线上各点的切线斜率是非负的或非正的，即

( ) 0y f x  � ，如图 3-4（a）所示，或 ( ) 0y f x  � ，如图 3-4（b）所示．由

此可见，函数的单调性与导数的符号有密切的联系．

（a） （b）

图 3-4

定理 1 设函数 ƒ( )x 在 [ ]a b， 上连续，在 ( )a b， 内可导，则下列结论成立：

（1）若在 ( )a b， 内 ( ) 0f x  ，则 ( )f x 在[ ]a b， 上单调递增；

（2）若在 ( )a b， 内 ( ) 0f x  ，则 ( )f x 在[ ]a b， 上单调递减．

例 1 判定函数 3y x x  在 ( )  ， 的单调性．

解 因为在 ( )  ， 上， 2( ) 1 3 0f x x    ，所以 ( )f x 在 ( )  ， 上是单

调递增的．函数的图像如图 3-5 所示．

例 2 讨论函数 3 2y x 的单调性．

解 函数 3 2y x 定义域为 ( )  ， ．当 0x  时，
3

2
3

y
x

  ；当 0x  时，

函数导数不存在．由于在 ( 0)， 内 0y  ，在 (0 ) ， 内 0y  ，所以

3 2y x 在 ( 0)， 内是单调递减的，在 (0 ) ， 上是单调递增的．函数的

图像如图 3-6 所示．

图 3-5

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习洛必

达法则的

使 用 方

法。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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图 3-6

由例 1、例 2 可以看出，函数单调区间发生改变的分界点一般为导数为 0

的点或导数不存在的点．因此，讨论函数的单调性，只要求出函数导数为

0 的点和导数不存在的点，利用这些点把函数的定义域分成几个区间，就

可在每个区间上判断函数的单调性．

例 3 确定函数 3 22 1y x x x    的单调区间．

解 函数 3 22 1y x x x    定义域为 ( )  ， ，

23 4 1 (3 1)( 1)y x x x x       ．

令 0y  ，有 (3 1)( 1) 0x x   ，得
1
3

x  或 1x  ．
1
3

x  ， 1x  把函数定义

域分成三个区间
1
3

  
 

， ，
1 1
3

 
 
 

， ，(1 ) ， ，且在区间
1
3

  
 

， 内 0y  ，

在区间
1 1
3

 
 
 

， 内 0y  ，在区间 (1 ) ， 内 0y  ．

因此，函数 3 22 1y x x x    在区间
1
3

   
， 上单调递增，在

1 1
3
 
  

， 上单

调递减，在[1 ) ， 上单调递增．函数的图像如图 3-7 所示．

图 3-7

例 4 确定函数
4 1
3 33( ) 3 2

4
f x x x   的单调区间．

解 函数
4 1
3 33( ) 3 2

4
f x x x   的定义域为 ( )  ， ．由于

1 2
3 3

3 2

1( ) xf x x x
x

     ( 0)x  ，

所以 1x  时，函数的导数为 0； 0x  时，函数导数不存在．函数导数为 0

点与导 数不存在的 点将函数的 定义域分 成三个区间 ( 0)， ，

(0 1)， (1 ) ， ，且当 ( 0)x ， 时， ( ) 0f x  ；当 (0 1)x ， 时， ( ) 0f x  ；
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当 (1 )x  ， 时， ( ) 0f x  ．因此， ( )f x 在 ( 0]， 上单调减少，在[0 1]，

上单调减少，在[1 ) ， 上单调递增．函数的图像如图 3-8 所示．

图 3-8

结论 一般地，如果函数 ( )f x 在某区间的有限个点导数为 0 或导数不存

在，在其余点的导数均为正（或负），则 ( )f x 在该区间上仍是单调递增（或

递减）的．

利用函数的单调性，还可证明一些不等式．

例 5 证明不等式
11 1 ( 0)
2
x x x    ．

证明 设
1( ) 1 1
2

f x x x    ，则 ( )f x 在 (0 ) ， 上连续且可导，

1 1 1 1( ) 0
2 2 1 2 1

xf x
x x

     
 

，

因此 ( )f x 在 (0 ) ， 单调递增，故

1( ) 1 1 (0) 0
2

f x x x f      ，即
11 1 0
2
x x    ，所以

11 1 ( 0)
2
x x x    ．

【学生】掌握函数单调性的判别法
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课时

分配
教 学 内 容 方法及

手段

知识

讲解

40M

【教师】讲解函数的凹凸性与拐点，并通过例题讲解介绍其应用

函数的单调性反映了函数曲线在区间上的递增或递减情况，但它不能反映函数

曲线在这一区间上的弯曲方向．如图 3-9 所示，函数曲线 ( )f x ， ( )g x 在 [ ]a b，

上都是递增的，但弯曲方向不同，曲线 ( )f x 是“上凸”的，曲线 ( )g x 是“下

凹”的，下面给出描述曲线弯曲方向的曲线凹凸性定义．

图 3-9

定义 1 设函数 ( )f x 在区间  上连续，若对 1 2x x  ， ，恒有 1 2

2
xf x  

 
 



1 2( ) ( )
2

f fx x
，那么称 ( )f x 在区间  上的图形是凹的；若恒有 1 2

2
xf x  

 
 



1 2( ) ( )
2

f fx x
，那么称 ( )f x 在区间  上图形是凸的．

定义 1 的实际意义是：在区间  上函数曲线任意两点间的部分，若位于这两点

连线下方，则曲线是凹的；若位于这两点连线上方，则曲线是凸的．

关于函数曲线的凹凸性，有如下判定定理：

定理 2 设函数 ( )f x 在 [ ]a b， 上连续，在 ( )a b， 内具有二阶导数，若在 ( )a b，

内 ( ) 0f x  ，则 ( )f x 在 ( )a b， 上的图形是凹的；若在 ( )a b， 内 ( ) 0f x  ，则

( )f x 在 ( )a b， 上的图形是凸的．

证明 若在区间 ( )a b， 内 ( ) 0f x  ，我们证函数 ( )f x 曲线在 [ ]a b， 上的凹

性．对 1 2x x  ， ，不妨设 1 2x x ，要证 1 2

2
x xf    

 
1 2( ) ( )

2
f x f x

，只要

证

1 2
1 2( ) ( ) 2 0

2
x xf x f x f     

 
．

学习泰勒

公式。边

做边讲，

及时巩固

练习，实

现教学做

一体化
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事实上，由于

1 2 1 2 1 2
1 2 2 1( ) ( ) 2 ( ) ( )

2 2 2
x x x x x xf x f x f f x f f f x                        

        
在区间

1 2
1 2
x xx  

  
， 和 1 2

22
x x x 

  
， 上应用微分中值定理， 1 2

1 1 2
x xx
   

 
， ，

1 2
2 22

x x x
   

 
， ，使得

1 2 2 1
1 1( ) ( )

2 2
x x x xf f x f 
     

 
，

1 2 2 1
2 2( ) ( )

2 2
x x x xf x f f 
     

 
，

所以

 1 2 2 1 2 1 2 1
1 2 2 1 2 1( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
x x x x x x x x

f x f x f f f f f   
              

 
将 ( )f x 在

1 2[ ] ， 上应用微分中值定理，存在 1 2( )   ， ，使得

2 1 2 1( ) ( ) ( )( )f f f         ，

所以

1 2 2 1
1 2 2 1( ) ( ) 2 ( )( )

2 2
x x x xf x f x f f   
       

 
，

因为 2 1 2 1( ) 0f x x x    ， ， ，所以

1 2
1 2( ) ( ) 2 0

2
x xf x f x f     

 
，即

1 2 1 2( ) ( )
2 2

x x f x f xf     
 

，

这就证明了 ( )f x 曲线在[ ]a b， 上是凹的．

例 6 判定曲线 ln 1y x  的凹凸性．

解 ln 1y x  的定义域为 (0 ) ， ．因
1y
x

  ， 2

1y
x

   ，在 (0 ) ， 内

0y  ，故曲线 ln 1y x  在 (0 ) ， 内是凸的．

例 7 判定曲线 3 4 4y x x   的凹凸性．
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课堂

小结

5 M

解 3 4 4y x x   的定义域是 ( )  ， ．因 23 1y x   ， 6y x  ，当

( 0)x ， 时， 0y  ，当 (0 )x  ， 时， 0y  ．所以曲线 3 4 4y x x  

在 ( 0)， 上是凸的，在 (0 ) ， 内曲线是凹的．

定义 2 若曲线 ( )f x 经过点 0 0( ( ))x f x， 时凹凸性发生改变，那么称点

0 0( ( ))x f x， 为曲线 ( )f x 的拐点．

从上面的定理可知，由 ( )f x 的符号可以判定曲线的凹凸性，进一步地，

如果 ( )f x 在 0x 左右两侧异号，那么 0 0( ( ))x f x， 就是曲线的一个拐点．函

数曲线的拐点一般出现在函数二阶导数为 0 的点和二阶导数不存在的点．

例 8 求曲线 3 22 3 12 14y x x x    的拐点及凹凸区间．

解 函数 3 22 3 12 14y x x x    的定义域为 ( )  ， ，且

26 6 12y x x    ，
112 6 12
2

y x x      
 

．

令 0y  ，得
1
2

x   ，它把定义域 ( )  ， 分成两部分，现做如下讨论，

如表 3-1 所示．

表 3-1

x 1
2

   
 

，
1
2


1
2

    
 

，

y  0 

y 凸
120
2

凹

因此，
1
2

   
 

， 是函数曲线的凸区间，
1
2

    
 

， 是函数曲线的凹区间，

点
1 120
2 2

  
 

， 是函数曲线的拐点．

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了函数单调性的判别法和函数的凹凸性与拐点的方法。课后大家要多

加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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授课时间 第 10 周 课次 第 14 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第三章 微分中值定理与导数的应用

第五节 函数的极值与最大值最小值

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）掌握函数极值的求法；

（2）掌握函数最值的求法，及其在实际问题中的应用。

思政育人目标：

通过讲解函数最值：告诉学生不要只看到眼前的利益，而是从全局考虑，具有

大局观，切勿焦躁。函数极值：“横看成岭侧成峰，远近高低各不同”，带入画面

感，人的一生会经历高峰，也会跌入谷底，顺境不骄不躁，逆境放平心态，勇往直

前，风雨过后就是彩虹。

教学重点及难点：

教学重点：函数极大值和极小值的定义、第一充分条件和第二充分条件

教学难点：函数极值的和最值的求法

应对策略：用一阶导数求（第一充分条件）；二阶导数求(第二充分条件)；根

据定义求；利用泰勒公式结合前述各法判别，并求出极值；利用基本结论。 函数

最值求法：函数值比较法；单侧极限比较法；连续函数的唯一的极值点就是它的最

值点。

作业、讨论题、思考题：

习题 3-5 T1 T3

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了函数极值及求法、函数的最大值与最小值及其求法，及其在实际问题

中的应用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课效果不错，每个学生都积极参与到教学活动中。在教学中分析了学生的特点，

根据不同学生的学习情况采用了灵活多样的教学方法，使不同层次的学生都能无障
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碍地接受所讲新知，达到了预期的教学效果。

下节课预习重点：

图形的描绘

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解函数极值及求法，并通过例题介绍其应用

定义 1 设函数 ( )f x 在点 0x 的某个邻域内有定义，如果对任意的
o

0( )x U x ，

有 0( ) ( )f x f x （或 0( ) ( )f x f x ），则称 0( )f x 是函数 ( )f x 的极大值（极小

值）， 0x 称为极大值点（极小值点）．

函数的极大值与极小值统称为函数的极值，使函数取得极值的点称为极值点．

定理 1（第一充分条件） 设函数 ( )f x 在 0x 的某一邻域 0( )U x ， 上连续，且

在去心邻域
o

0( )U x ， 内可导，则下列结论成立：

（1）若 0 0( )x x x  ， 时， ( ) 0f x  ， 0 0( )x x x  ， 时， ( ) 0f x  ，则 ( )f x

在 0x 点取得极大值；

（2）若 0 0( )x x x  ， 时， ( ) 0f x  ， 0 0( )x x x  ， 时， ( ) 0f x  ，则 ( )f x

在 0x 处取得极小值；

（3）若
o

0( )x U x  ， 时， ( )f x 为正（或为负），则 ( )f x 在 0x 处不能取得极

值．

例 1 求函数 23( ) ( 4) ( 1)f x x x   的极值．

解 ( )f x 的定义域为 ( )  ， ，且 1x   时，

23
3 3

2( 4) 5 5( ) ( 1)
3 1 3 1
x xf x x
x x
     
 

．

令 ( ) 0f x  ，得驻点 1x  ， 1x   是函数的不可导点，它们把定义域分成三

部分，现列表做如下讨论，如表 3-4 所示．

表 3-4

x ( 1) ， 1 ( 1 1) ， 1 (1 ) ，

( )f x  不存在  0 

( )f x ↗ 0 ↘ 33 4 ↗

所以，极大值为 ( 1) 0f   ，极小值为 3(1) 3 4f  

例 2 求函数
2
3( ) 1 ( 2)f x x   的极值．

解 ( )f x 的定义域为 ( )  ， ，且 2x  时

3

2( )
3 2

f x
x

  


．

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习极值

的求法。

边 做 边

讲，及时

巩 固 练

习，实现

教学做一

体化
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显然， ( )f x 没有驻点， 2x  是函数的不可导点，它把定义域分成两部分，

现列表做如下讨论，如表 3-5 所示．

表 3-5

x ( 2)， 2 (2 ) ，

( )f x  不存在 

( )f x ↗ 1 ↘

所以 ( )f x 的极大值是 (2) 1f  ，没有极小值．

如果函数 ( )f x 在其驻点 0x 处存在二阶导数 0( )f x ，且 0( ) 0f x  ，我们可

以利用下述定理判别函数 ( )f x 在驻点处取得极值．

定理 2（第二充分条件） 设函数 ( )f x 在 0x 点有二阶导数，且 0( ) 0f x  ，

0( ) 0f x  ，则当 0( ) 0f x  时，函数 ( )f x 在 0x 处取得极大值；当 0( ) 0f x 

时，函数 ( )f x 在 0x 处取得极小值．

证明 因为
0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim

x x

f x f x
f x

x x

  


，所以若 0( ) 0f x  ，由极限保号性

知，存在 0x 的邻域 0( )U x ， ，使 0( )x U x  ， 时， 0

0

( ) ( )
0

f x f x
x x

 



．又因

为 0( ) 0f x  ，所以
0

( ) 0f x
x x





，

当 0( )x x x  ， 时， ( ) 0f x  ，当 0 0( )x x x  ， 时， ( ) 0f x  ，由定理 1

可知 0x 是 ( )f x 的极大值点．同理可证，若 0( ) 0f x  ， 0x 是 ( )f x 的极小值

点．

例 3 求函数
1( )f x x
x

  的极值．

解 ( )f x 的定义域为 ( 0) (0 )  ， ， ，且

2

1( ) 1f x
x

   ， 3

2( )f x
x

  ．

令 ( ) 0f x  ，得驻点 1 1x   ， 2 1x  ．又 ( 1) 2 0f      ， (1) 2 0f    ，

所以 ( )f x 的极大值为 ( 1) 2f    ，极小值为 (1) 2f  ．

例 4 求函数 2 3( ) ( 1) 1f x x   的极值．

解 2 3( ) ( 1) 1f x x   的定义域是 ( )  ， ， ( )f x 在 ( )  ， 上存在任

意阶导数，故其极值点只能在驻点取得．由 2 2( ) 6 ( 1)f x x x   ，令 ( ) 0f x  ，

得驻点， 1 1x   ， 2 0x  ， 3 1x  ．

由 2 2( ) 6( 1)(5 1)f x x x    ，可知

(0) 6 0f    ， ( 1) (1) 0f f    ．

由定理 2 知， 0x  是极小值点，极小值为 (0) 0f  ．由于 ( 1) (1) 0f f    ，

故定理 2 无法判别 1 1x   ， 3 1x  是否是极值点．由 2 2( ) 6 ( 1)f x x x   可知

( )f x 的正负由 x决定，故 1x   时，在其邻域内所有点都使 ( ) 0f x  ； 1x 

时，在其邻域内所有点都使 ( ) 0f x  ．由定理 1 可知 1 1x   ， 3 1x  不是

函数的极值点．
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课时

分配
教 学 内 容 方法及

手段

知识

讲解

40M

【教师】讲解函数的最大值与最小值，并通过例题介绍其应用

若函数 ( )f x 在 [ ]a b， 上连续，则 ( )f x 在 [ ]a b， 上一定能取得最大值与最小

值．

函数的最值可能在区间的端点上取得，也可能在区间内部取得．如果最值

点在区间的内部，则它必为极值点．因此，求闭区间 [ ]a b， 上连续函数 ( )f x

的最值可按下列步骤进行：

（1）计算 ( )f x ，找出函数在 ( )a b， 内所有的驻点和不可导点；

（2）计算函数在驻点、不可导点和区间端点处的值；

（3）将上述函数值进行比较，其中最大、最小者就是函数在区间 [ ]a b， 上

的最大、最小值．

例 5 求函数
2
33( )

2
f x x x  在 [ 1 8] ， 上的最大值与最小值．

解
1 3
3

3

1( ) 1 xf x x
x

     ．

令 ( ) 0f x  ，得驻点 1x  ，由导数的定义知 0x  是函数的不可导点．由

于
5( 1)
2

f    ， (0) 0f  ，
1(1)
2

f   ， (8) 2f  ，所以函数 ( )f x 在 [ 1 8] ，

上的最大值是 (8) 2f  ，最小值是
5( 1)
2

f    ．

例 6 要造一圆柱形油罐，体积为 0V ，问底面半径 r 和高 h为多少时，才

能使表面积最小？这时底面直径与高的比是多少？

解 设表面积为 A，则 22 2A r rh    ， 2
0V r h  ．

由体积公式解出 0
2

Vh
r




代入面积公式可得

2 2 20 0
2

2
2 2 2 2 2

V V
A r rh r r r

r r
          


， (0 )r  ， ，

A 0
2

2
4

V
r

r
  

3
0

2

4 2r V
r

 
 ，

当 0A  时，得唯一驻点 03

2
Vr 

．

当 030
2
V

r 

时， 0A  ；当 03

2
V

r 

时， 0A  ．故 03

2
V

r 

时， A最小，

这时 0 03
2 2 2

2
V Vh r
r

  
 

，所以，底面直径与高的比是 2 : 1:1r h  ．

例 7 某服装商店每天向服装加工厂批发一批服装，批发价为每件 40 元，若

零售价定为每件 60 元，估计日销售量为 100 件，如果每件售价降低 1 元，

学习最值

及应用。

边 做 边

讲，及时

巩 固 练

习，实现

教学做一

体化
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课堂

小结

5 M

则每天可多售 10 件，问每件服装零售价为多少元，每天从工厂批发多少件，

才可获得最大利润？最大利润为多少？

解 设每件售价为 x元（ [40 60]x ， ），则售出服装件数为100 10(60 )x  ，

用 ( )P x 表示利润，则

2( ) ( 40)[100 10(60 )] 10 1100 28 000P x x x x x        ．

由 ( ) 20 1100P x x    ，得驻点 55x  ．因此，当每件服装售价为 55 元时，

利润最大，最大值 (55) (55 40) [100 10(60 55)] 2 250 ( )P       元 ，每天从

工厂应批发服装的件数为100 10(60 55) 150 ( )   件 ．

【学生】掌握函数的最大值与最小值的求法

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了函数极值及求法、函数的最大值与最小值及其求法，及其在实际问

题中的应用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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授课时间 第 10 周 课次 第 15 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第三章 微分中值定理与导数的应用

第六节 函数图形的描绘

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）掌握曲线渐近线的求法；

（2）掌握描绘函数图形的一般步骤。

思政育人目标：

通过学习函数图形的描绘，培养学生的逻辑思维、辩证思维和创新思维能力；

引导学生运用所学知识揭示生活中的奥秘，在实践中深化认识，达到学以致用的目

的。

教学重点及难点：

教学重点：函数图形的描绘步骤

教学难点：曲线渐近线的求法

应对策略：首先找垂直渐近线，这只需要找出函数所有的无穷间断点，再分别

对趋近正无穷和趋近负无穷求斜渐近线，对趋近正无穷和趋近负无穷这两种情况下

渐近线有可能一样，也有可能不一样，还有可能一边有渐近线另一边没有；因此，

一般情况下要对两边分别求。当然，如果确定两边的渐近线一样，也可以直接一起

求。

作业、讨论题、思考题：

习题 3-6 T4 T5

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了曲线的渐近线、函数图形的描绘的相关知识及其应用。课后大家要多

加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课效果不错，学生基本掌握了课堂中所讲的知识。贴近生活的案例可以将抽象

的数学问题直观化，使学生更能体会数学的魅力，在今后的教学过程中，应多准备
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贴近生活的案例，更好地引导学生学习。

下节课预习重点：

曲率

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解曲线的渐近线，并通过例题介绍其求法

定义 1 如果曲线上的点M 沿曲线无限远离原点时，M 点到一条直线的距离

趋近于 0，则这条直线就称为曲线的渐近线．

渐近线反映了曲线在无限延伸时的变化情况．渐近线可分为三类：水平渐近线、

垂直渐近线和斜渐近线．下面给出这三种渐近线的求法．

水平渐近线：若 lim ( )
x

f x C


 ，则 y C 是曲线 ( )f x 的水平渐近线．

例如，
2

y 
  是曲线 arctany x 的水平渐近线，因为 lim arctan

2x
x




 ，

lim arctan
2x

x



  ．

垂直渐近线：若
0

lim ( )
x x

f x


 ，则 0x x 是曲线 ( )f x 的垂直渐近线．

例 如 ， ( )
2

x k k
    Z 是 曲 线 tany x 的 垂 直 渐 近 线 ， 因 为

2

lim tan
x k

x


  
 ，

2

lim tan
x k

x


  
 ．

斜渐近线：若直线 y kx b  是曲线 ( )y f x 的斜渐近线，则有

2

| ( ) |lim 0
1x

kx f x b
k

 



（点到直线距离公式）．

从 而 ， lim[ ( ) ] 0
x

f x kx b


   ， 这 样 有
( )lim 0

x

f x kx b
x

 
 ， 即

( )lim 0
x

f x bk
x x

     
，所以，

( )lim
x

f xk
x

 ．而由 lim[ ( ) ] 0
x

f x kx b


   ，又

得 lim[ ( ) ]
x

b f x kx


  ．因此，求曲线 ( )y f x 的斜渐近线 y kx b  ，可通

过公式
( )lim

x

f xk
x

 ， lim[ ( ) ]
x

b f x kx


  求出 k，b．

例如，设曲线
2

1
xy
x




斜渐近线为 y kx b  ，那么有

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习曲线

的渐近线

和函数图

形 的 描

绘。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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2

2 11lim lim lim 1
1( 1) 1

x x x

x
xxk

x x x
x

  

   
 

，

2 2 2

lim lim 1
1 1x x

x x x xb x
x x 

   
       

，

所以 1y x  是曲线
2

1
xy
x




的斜渐近线．

例 1 求曲线
3

2 2 3
xy

x x


 
的渐近线．

解 因为

2

3 2 3

2 3 1 2 3lim lim 0
x x

x x
x x x x 

 
    ，

所以
3

2lim
2 3x

x
x x

 
 

．故
3

2 2 3
xy

x x


 
无水平渐近线．

又因为

3 3

2 2 3 ( 1)( 3)
x xy

x x x x
 

   
，

所以

3

21
lim

2 3x

x
x x

 
 

，
3

23
lim

2 3x

x
x x

 
 

．

由此可知 1x  ， 3x   是曲线
3

2 2 3
xy

x x


 
垂直渐近线．

对于斜渐近线，则有

3

2lim lim 1
( 2 3)x x

y xk
x x x x 

  
 

，

3 2

2 2

2 3lim( ) lim lim 2
2 3 2 3x x x

x x xb y kx x
x x x x  

   
           

，

所以 2y x  是曲线
3

2 2 3
xy

x x


 
的斜渐近线．
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曲线
3

2 2 3
xy

x x


 
的图像如图 3-11 所示．

图 3-11

一般来说，函数曲线的垂直渐近线都在函数无定义点取得．

【教师】讲解函数图形的描绘，并通过例题介绍其应用

函数图形描绘的一般步骤如下．

第一步：根据函数的表达式，求函数的定义域和值域，判断函数的奇偶性与周

期性，并求出函数的一阶导数 ( )f x 和二阶导数 ( )f x ．

第二步：求出满足 ( ) 0f x  ， ( ) 0f x  的所有点和所有 ( )f x ， ( )f x 不存在

的点，通过把这些点由小到大排列，将函数定义域分为以这些点为端点的若干

个区间．

第三步：确定在这些区间内 ( )f x 与 ( )f x 的符号，并给出单调区间、凹凸区

间、极值点和拐点．

第四步：求函数 ( )f x 曲线的渐近线，确定函数图像的延伸状态．

第五步：在坐标上标出 ( )f x ， ( )f x 为 0 的点和不可导点的位置，为了使描

图更准确，有时还要补充一些辅助点作图（如特殊点、端点和反映曲线延展的

点）．

第六步：根据第三、第四步得到结果，用平滑曲线连接各点作出函数曲线图形．
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课时

分配
教 学 内 容 方法及

手段

知识

讲解

30M

例 2 描绘函数
2( 3)

4( 1)
xy
x





的图形．

解 （1）函数
2( 3)

4( 1)
xy
x





定义域为 ( 1) (1 )  ， ，U ．

（2） 1x  时， 2

( 3)( 1)
4( 1)
x xy
x

  


， 3

2
( 1)

y
x

 


； 1x  时， y，y不存在．令

0y  ，得驻点 3x  ， 1x   ； 0 ( 1)y x   ，即二阶导数无 0 点．

1x   ， 1x  ， 3x  将 ( 1) (1 )  ， ，U 分为四个区间 ( 1) ， ， ( 1 1) ， ，

(1 3)， ， (3 ) ， ．

（3）在 ( 1) ， 内， 0y  ， 0y  ，函数是递增凸的；在 ( 1 1) ， 内， 0y  ，

0y  ，是递减凸的；在 (1 3)， 内 0y  ， 0y  ，是递减凹的；在 (3 ) ， 内

0y  ， 0y  ，是递增凹的，如表 3-6 所示．

表 3-6

x ( 1) ， 1 ( 1 1) ， 1 (1 3)， 3 (3 ) ，

y  0 
不存

在
 0 

y  1
4

 
不存

在


1
4



y 图形 递增凸
极大

值

递减

凸
拐点

递减

凹

极

小

值

递增

凹

（4）求渐近线．

2

1

( 3)lim
4( 1)x

x
x


 


， 1x  是垂直渐近线；

2( 3)lim
4( 1)x

x
x




不存在，无水平渐近线，并且

2( 3) 1lim lim
4 ( 1) 4x x

y xk
x x x 


  


，

2( 3) 1 5lim( ) lim
4( 1) 4 4x x

xb y kx x
x 

 
       

，
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所以，
1 5
4 4

y x  是斜渐近线．

综合以上结果，可画出函数
2( 3)

4( 1)
xy
x





图形，如图 3-12 所示．

图 3-12

例 3 求曲线
3

2 2 3
xy

x x


 
的渐近线．

解 因为
2

3 2 3

2 3 1 2 3lim lim 0
x x

x x
x x x x 

 
    ，

所以
3

2lim
2 3x

x
x x

 
 

．故
3

2 2 3
xy

x x


 
无水平渐近线．

又因为
3 3

2 2 3 ( 1)( 3)
x xy

x x x x
 

   
，

所以
3

21
lim

2 3x

x
x x

 
 

，
3

23
lim

2 3x

x
x x

 
 

．

由此可知 1x  ， 3x   是曲线
3

2 2 3
xy

x x


 
垂直渐近线．

对于斜渐近线，则有
3

2lim lim 1
( 2 3)x x

y xk
x x x x 

  
 

，
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课堂

测验

10M

课堂

小结

5M

3 2

2 2

2 3lim( ) lim lim 2
2 3 2 3x x x

x x xb y kx x
x x x x  

   
           

，

所以 2y x  是曲线
3

2 2 3
xy

x x


 
的斜渐近线．

一般来说，函数曲线的垂直渐近线都在函数无定义点取得．

【学生】掌握函数图形的描绘

【教师】出几道测试题目，测试一下大家的学习情况

【学生】做测试题目

【教师】公布题目正确答案，并演示解题过程

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了曲线的渐近线、函数图形的描绘、曲率的相关知识及其应用。课后

大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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授课时间 第 11 周 课次 第 16 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第三章 微分中值定理与导数的应用

第七节 曲率

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）理解曲线弧微分的求法；

（2）掌握曲率的概念及计算公式。

思政育人目标：

通过学习函数图形的描绘及曲率，培养学生的逻辑思维、辩证思维和创新思维

能力；引导学生运用所学知识揭示生活中的奥秘，在实践中深化认识，达到学以致

用的目的。

教学重点及难点：

教学重点：曲率的概念

教学难点：曲线弧微分的求法

应对策略：通过工程技术结构中对曲线弯曲程度的研究引出曲率，利用多媒体

技术进行展示。

作业、讨论题、思考题：

习题 3-7 T1 T5

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了曲率的相关知识及其应用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课效果不错，学生基本掌握了课堂中所讲的知识。贴近生活的案例可以将抽象

的数学问题直观化，使学生更能体会数学的魅力，在今后的教学过程中，应多准备

贴近生活的案例，更好地引导学生学习。

下节课预习重点：

不定积分的概念和性质
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参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解弧微分的概念，并通过例题介绍其应用

如图 3-13 所示，设 ( )f x 在 ( )a b， 内有连续导数．

图 3-13

在曲线 ( )y f x 上取定点 A 作为度量弧长的起点，并规定依 x 增大的方向为

弧的正向，设 ( )M x y， 为曲线上任一点，s 表示曲线 AM 的弧长．显然，弧长

s 由 ( )M x y， 确定，因此 s 是 x 的函数，记为 ( )s s x ，下面我们用函数表示弧

长 s 的微分 ds．给定 x 的增量 x （ dx x  ），相应增量 y RN  ，s 有增量

MN ，由导数的定义可知

 
0 0 0

d | |( ) lim lim lim
d | |x x x

s s MN MN MNs x
x x x MN x     

     
  

．

因为
 

0
lim lim 1

| | | |x M N

MN MN
MN MN  

  ，又因为

2 2| |MN x y    ，所以

22 2
2

0 0 0

| |lim lim lim 1 1
x x x

x yMN y y
x x x     

             
，

故


0

| |( ) lim
| |x

MN MNs x
MN x 

  


2 21 1 1y y      ，

即

2 2 2d 1 d (d ) (d )s y x x y    ． （3-7）

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法
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式（3-7）称为函数 ( )f x 表示弧长 s 的弧微分 ds．

例 1 求余弦函数 siny x 的弧微分．

解 由弧微分公式得

2 2d 1 d 1 cos ds y x x x    ．

【学生】理解弧微分的概念

【教师】讲解曲率的概念及计算公式，并通过例题介绍其应用

如图 3-14 所示，设曲线上一弧度的长为 s ，在 M 点作曲线切线 MT，当点 M

沿曲线运动到点 N 时，切线 MT 相应变成 N 点切线 NP，记切线转过的角度为

1 ；而对于与 MN 同样弧长的弧（见图 3-15），它比 MN 弧弯曲程度大，

其切线转过角度为 2 ，显然 2 1    ．由此得出结论：当弧长相等时，

转角越大，曲线的弯曲程度就越大，可见曲线弯曲程度与转角有关．但另一

方面，若两段弧 MM 与 NN 转角相同都是  （见图 3-16），那么曲线弯

曲程度与弧线长短成反比，因此又可得出结论：当转角不变时，弧长越长，曲

线的弯曲程度越小，可见曲线弯曲程度还与弧长有关．

图 3-14 图 3-15

图 3-16
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

30M

设曲线C是光滑的（每点有切线，切线随切点连续移动），其上点 ( )M x y，

对应弧 ( )s x ，在点 M 处切线的倾角为 ，曲线上另外一点 N 对应于弧

( ) ( )s x s s x x     ，在点 N 处切线的倾角为   ，则点 M移动到 N

时切线转过的角度 | | 与弧段MN 长度 | |s 的比值称为弧段MN 的平均

弯曲程度，也称弧段MN 的平均曲率，记作 k，即

| |
| |

k
s





．

当 0s  时（即 N M 时），上述平均曲率的极限称为曲线C在点M 处

的曲率，记作 k，即

0

| | dlim
| | ds

k
s s
 

 


 


．

例 2 求半径为 R的圆的曲率．

解 如图 3-17 所示，弧AB长度为 s ， | | | |s R     ，于是

| |
| |
s R






，

所以

0

| | 1lim
| |s

k
s R


 


 


．

图 3-17

利用曲率的定义计算曲线的曲率是比较困难的，下面研究曲率的计算公

式．

设 ( )y f x 二阶可导，前面已求出 d 1 ds y x  ，下面求 d ．

由 ( )y f x 导数的几何意义知 tan y  ，将 tan y  两边对 x求导，得

2 dsec
d

y
x
  ，则 2 2 2

d
d sec 1 tan 1

y y y
x y


 
  

  
 
，于是 2d d

1
y x
y







，

再由 d 1 ds y x  可知

3
2 2

d | |
d

(1 )

yk
s

y

 
 


． （3-8）

式（3-8）就是曲率的计算公式．

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习曲率

的相关知

识及其应

用。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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课堂

测验

10M

课堂

小结

5M

例 3 求抛物线 2 ( 0)y ax a  在 (0 0)， 点与 (1 )a， 点处的曲率，并证明抛物

线 2y ax 在顶点处曲率最大．

解 因为 2y ax  ， 2y a  ，所以抛物线 2 ( 0)y ax a  上任意点 ( )x y， 处

曲率为

3 3
2 2 22 2

| | 2

(1 ) (1 4 )

y ak
y a x


 

 
．

点 (0 0)， 处， 2k a ；在点 (1 )a， 处， 3
2 2

2

(1 4 )

ak
a




．

又因为 2 21 4 1a x � ，所以

3
2 2 2

2 2
(1 4 )

ak a
a x




� ，

所以抛物线 2y ax 在顶点处曲率最大，且最大曲率为 2a ．

【学生】掌握曲率的概念及计算公式

【教师】出几道测试题目，测试一下大家的学习情况

【学生】做测试题目

【教师】公布题目正确答案，并演示解题过程

【学生】核对自己的答题情况，对比答题思路，巩固答题技巧

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了曲线的渐近线、函数图形的描绘、曲率的相关知识及其应用。课后

大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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授课时间 第 11 周 课次 第 17 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第四章 不定积分

第一节 不定积分的概念与性质

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）理解原函数与不定积分的概念及其相互关系；

（2）理解不定积分的几何意义；

（3）理解不定积分的基本性质；

（4）熟记基本积分公式。

思政育人目标：

通过引例，引出原函数和不定积分的概念，通过图形介绍不定积分的几何意义，

使学生体会到数学是源于生活的；引导学生养成独立思考和深度思考的良好习惯；

培养学生的逻辑思维、辩证思维和创新思维能力。

教学重点及难点：

教学重点：不定积分的概念和基本性质，不定积分的基本公式

教学难点：不定积分的几何意义

应对策略：通过实例引出不定积分，并对其公式加以证明。

作业、讨论题、思考题：

习题 4-1 T1 T2

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了原函数与不定积分的概念，不定积分的几何意义，不定积分的基本性

质，基本积分公式的相关知识及其应用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课效果不错，激发了学生的学习兴趣，并引导学生进行探究。本节课中鼓励学

生主动参与活动，使其获取了积极的体验，并让学生主动提出解决问题的途径，教

师则扮演学生学习的组织者、参与者、帮助者、引导者和促进者，使学生真正成为

学习的主体。
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下节课预习重点：

换元积分法

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解原函数与不定积分的概念，并通过例题介绍其应用

在运动学中常常会遇到相反的问题，即已知变速直线运动的质点在时刻 t 的瞬

时速度

( )v v t ，

求质点的位移函数

( )s s t ，

即已知函数的导数，求原来的函数．这种问题在自然科学和工程技术问题中都

普遍存在．为了便于研究，引入以下定义．

定义 1 如果在区间 I 上，可导函数 ( )F x 的导数为 ( )f x ，即对任意 x I ，都

有

( ) ( )F x f x  或 d ( ) ( )dF x f x x ，

那么函数 ( )F x 就称为 ( )f x 在区间 I 上的原函数．

例如，因在变速直线运动中， ( ) ( )s t v t  ，所以位移函数 ( )s t 是速度函数 ( )v t 的

原函数．再如，因 (sin ) cosx x  ，所以 sin x是 cos x在 ( )  ， 上的一个原

函数；因
1(ln ) ( 0)x x
x

   ，所以 ln x是 1
x
在 (0 ) ， 上的一个原函数．

一个函数具备什么样的条件，才一定存在原函数呢？下面给出一个定理．

定理 如果函数 ( )f x 在区间 I 上连续，那么在区间 I 上一定存在可导函数

( )F x ，使对任意 x I 都有

( ) ( )F x f x  ．

简言之，连续函数一定有原函数．由于初等函数在其定义区间上都是连续函数，

所以初等函数在其定义区间上都有原函数．

定义 2 设 ( )F x 是函数 ( )f x 定义在区间 I上的原函数，则函数 ( )f x 的所有原

函数 ( )F x C 称为 ( )f x 在区间 I 上的不定积分，记作

( )df x x ．

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习原函

数与不定

积分的概

念，不定

积分的几

何意义。

边 做 边

讲，及时

巩 固 练

习，实现

教学做一

体化
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其中，记号 称为积分号， ( )f x 称为被积函数， ( ) df x x称为被积表达式， x

称为积分变量．

例 1 求函数 23y x 的不定积分．

解 因为 3 2( ) 3x x  ，即 3x 是 23x 的一个原函数，所以

2 33 dx x x C  ．

例 2 求函数
1

2
y

x
 的不定积分．

解 因为
1( )

2
x

x
  ，即 x 是 1

2 x
的一个原函数，所以

1 d
2

x x C
x

  ．

例 3 求函数
1( )f x
x

 的不定积分．

解 当 0x  时，
1(ln )x
x

  ，所以

1 d ln ( 0)x x C x
x

   ．

当 0x  时，
1 1[ln( )] ( 1)x
x x

   


，所以

1 d ln( ) ( 0)x x C x
x

    ．

综上所述，得到 | | (1 d 0ln )x x
x

Cx    ．

【教师】讲解不定积分的几何意义，并通过例题介绍其应用

当积分常数 C 取不同值时，函数 ( )f x 的所有原函数的图形为一族曲线，称为

( )f x 的积分曲线族．这族曲线可以由其中的任意一条曲线沿 y 轴方向上下平

移而得到，且对应同一横坐标的点 x处的切线互相平行，如图 4-1 所示．
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图 4-1

例 4 设曲线通过点 (1 3)， 且其上任意一点处的切线斜率为 2x，求此曲线的方

程．

解 设所求的曲线方程为 ( )y f x ，按题设，曲线上任意一点 ( )x y， 处的切线

斜率为

( ) 2y f x x   ，

即 ( )f x 是 2x的一个原函数，因为 22 dx x x C  ，所以曲线方程为

2y x C  ，

将 1x  ， 3y  代入，得 2C  ．

因此，所求曲线方程为
2 2y x  ．

例 5 在自由落体运动中，已知物体下落的时间为 t，求 t时刻的下落速度和

下落距离

解 设 t时刻的下落速度为 ( )v v t ，则加速度
d( )
d
va t g
t

  （其中 g 为重力

加速度）．

因此

( ) ( )d dv t a t t g t gt C     ，

当 0t  时， (0) 0v  ，所以 0C  ．于是下落速度 ( )v t gt ．

设下落距离为 ( )s s t ，则
d ( )
d
s v t
t
 ．所以

21( ) ( )d d
2

s t v t t gt t gt C     ，
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

40M

【教师】讲解不定积分的基本性质

由不定积分的定义可直接推出下列性质：

性质 1 （1）
d ( )d ( )
d

f x x f x
x
    或 d ( )d ( )df x x f x x    ；

（2） ( )d ( )F x x F x C   或 d ( ) ( )F x F x C  ．

【教师】讲解不定积分的基本积分公式，并通过例题介绍其应用

由此可见，微分运算与求不定积分的运算互为逆运算．

根据这一性质，我们把基本导数公式表加以逆推便可得到基本积分公式．

（1） dk x kx C  (k是常数)；

（2） 11d ( 1)
1

x x x C  


   
 ；

（3）
1 d l |n | Cx
x

x  ；（4） e d ex xx C  ；

（5） d
ln

x
x aa x C

a
  ；（6） cos d sinx x x C  ；

（7） sin d cosx x x C   ；

（8） 2
2

1 d sec d tan
cos

x x x x C
x

    ；

（9） 2
2

1 d csc d cot
sin

x x x x C
x

     ；

（10）
2

1 d arcsin arccos
1

x x C x C
x

    


 ；

（10）
2

1 d arcsin arccos
1

x x C x C
x

    


 ；

（11） 2

1 d arctan arccot
1

x x C x C
x

    


讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习不定

积分的基

本性质和

基本积分

公式。边

做边讲，

及时巩固

练习，实

现教学做

一体化
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（12） sec tan d secx x x x C  ；

（13） csc cot d cscx x x x C   ．

以上 13 个基本积分公式，是求不定积分的基础，必须牢记．下面举例说

明积分公式（2）的应用．

例 6 求 5

1 dx
x ．

解 5 5 1
5 4

1 1 1d d
5 1 4

x x x x C C
x x

       
   ．

例 7 求 2 dx x x ．

解 2 dx x x
5
2dx x 

5 1
2

5 1
2

x C


 


7
22

7
x C  ．

例 8 求
3

dx
x x ．

解

4 14 13
3 3

3 3

d 3d 3
4 1
3

x xx x C x C C
x x x

 
 

        
 

  ．

下面给出积分公式（5）的应用．

例 9 求 2 e dx x x ．

解
(2e) 2 e2 e d (2e) d
ln(2e) 1 ln 2

x x x
x x xx x C C    

  ．

由导数的线性运算性质

( )d ( )d ( )d ( )d ( ) g( )f x x g x x f x x g x x f x x                   

可得不定积分的线性运算法则：

性质 2 ( )d ( )dkf x x k f x x  (k 是常数， 0k  )．

性质 3 [ ( ) ( )]d ( )d ( )df x g x x f x x g x x     ．
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课堂

小结

5M

例 10 求 3( 1)( 1)dx x x  ．

解 3 2 3( 1)( 1)d ( 1)dx x x x x x x      
1 3

2 2 2d d d dx x x x x x x      
3 5

3 2 21 2 2
3 3 5
x x x x C     ．

例 11 求 (e 3cos )dx x x ．

解 (e 3cos )d e d 3 cos d e 3sinx x xx x x x x x C        ．

例 12 求
2

4

1 d
1

x x
x




 ．

解
2 2

4 2 2 2

1 1 1d d d arcsin
1 1 1 1

x xx x x x C
x x x x

 
   

   
   ．

例 13 求

2

2

1 d
(1 )
x x x

x x
 
 ．

解
2 2

2 2 2

1 (1 ) 1 1d d d
(1 ) (1 ) 1
x x x xx x x

x x x x x x
              ．

2

1 1d d arctan ln | |
1

x x x x C
x x

    
  ．

例 14 求
4

2 d
1
x x
x ．

解
4 4 2 2

2 2 2

1 1 ( 1)( 1) 1d d d
1 1 1
x x x xx x x
x x x

    
 

    
2 2

2 2

1 11 d d d d
1 1

x x x x x x
x x

            
31 arctan

3
x x x C    ．

例 15 求 2tan dx x ．

解 2 2 2tan d (sec 1)d sec d d tanx x x x x x x x x C          ．

【学生】理解不定积分的基本性质，掌握基本积分公式

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了原函数与不定积分的概念，不定积分的几何意义，不定积分的基本

性质，基本积分公式的相关知识及其应用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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授课时间 第 12 周 课次 第 18 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）：第四章 不定积分

第二节 换元积分法

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）能熟练地利用第一、二类换元积分法计算不定积分；

（2）记住常见的凑微分形式。

思政育人目标：

通过学习不定积分的换元积分法，培养学生的逻辑思维、辩证思维和创新思维

能力；引导学生养成独立思考和深度思考的良好习惯。

教学重点及难点：

教学重点：第一、二类换元积分法的相关定理

教学难点：用第一类换元法计算不定积分

应对策略：在讲不定积分的第一类换元法时，对于同一道例题可以引导学生采

用直接积分法和凑微分法两种方法进行求解，培养学生逻辑推理能力，锻炼学生的

开放创新思维，使学生明白，在今后的生活工作学习中，要从多角度思考问题，并

灵活处理，才可以做到事半功倍。

作业、讨论题、思考题：

习题 4- 2 T1 T3

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了第一类换元法和第二类换元法的相关知识及其应用，了解了伯努利方

程。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课由于时间较为紧张，在课堂指导环节有些后进生的问题没有彻底解决，在课

下还需对后进生进行针对辅导，以帮助后进生更好地理解所学知识，跟上其他学生

的学习进度。
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下节课预习重点：

分部积分法

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解第一类换元法，并通过例题介绍其应用

定理 1（第一类换元法） 设 ( )f u 具有原函数 ( )F u ， ( )u x 可导，则有换

元公式

[ ( )] ( )d [ ( )]d ( ) ( )d ( ) [ ( )]f x x x f x x f u u F u C F x C             ．

第一类换元积分法又称为凑微分法，主要解决复合函数不定积分的计算问题．

例 1 求不定积分 33e dx x ．

解 3 3 33e d e (3 ) d e d(3 ) e d ex x x u ux x x x u C         ，

将变量 3u x 代入，即得

3 33e d ex xx C  ．

例 2 求不定积分
10

(2 1) dx x ．

解 令 2 1u x  ，于是

10 10 11 111 1 1(2 1) d d (2 1)
2 22 22

x x u u u C x C        ．

例 3 求
1 d

3 2
x

x ．

分析

1 1 1 1 1d (3 2 ) d d(3 2 )
3 2 2 3 2 2 3 2

x x x x
x x x

   
     ．

1 1 1 1 1d d ln | | ln | 3 2 |
3 2 2 2 2

x u u C x C
x u

     
  ．

结论 例 2、例 3 可以总结出的凑微分形式为

1( )d ( )d( )f ax b x f ax b ax b
a

     ．

例 4 计算不定积分
2

e dxx x ．

分析 可以考虑 21d d( )
2

x x x ．

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法
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解
2 2 221 1e d e d( ) e

2 2
x x xx x x C    ．

例 5 求 2 31 dx x x ．

分析 类似于例 4，可以考虑 2 31d d(1 )
3

x x x  ．

解 2 3 3 311 d 1 d(1 )
3

x x x x x    
3

3 22 (1 )
9

x C   ．

结论 例 4、例 5 可以总结出的凑微分形式为

1 1 1( ) d ( )d( )n n n nf ax b x x f ax b ax b
a n

      ．

通常情况下，除了上述两种凑微分形式，还有很多其他情形．下面给出一

些常用的凑微分公式，利用它们可以灵活地进行积分计算．

（1） 1 d 2dx x
x

 ；（2） 2

1 1d dx
x x

  ；

（3） 1 d dlnx x
x

 ；（4） e d dex xx  ．

（5） cos d dsinx x x ； （6） sin d d cosx x x  ．

（7） 2

1 d d tan
cos

x x
x

 ；（8） 2

1 d d cot
sin

x x
x

  ．

（9）
2

1 d d arcsin
1

x x
x




；（10） 2

1 d d arctan
1

x x
x




．

例 6 求 2 2

1 dx
a x ．

解 22 2 2

1 1 1d d
1

x x
a x a x

a


    

 

 

2

1 1 1d arctan
1

x x C
a a a ax

a

  
   
 

 ．

例 7 求
2 2

1 d ( 0)x a
a x




 ．

解
2 2 2

1 1d d arcsin

1

x xx C
a aa x x

a

  
    

 

  ．
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

40M

【教师】讲解第二类换元法，并通过例题介绍其应用

定理 2（第二类换元法） 设 ( )x t 是单调、可导函数，并且 ( ) 0t  ，

[ ( )] ( )f t t  具有原函数 ( )F t ，则有换元公式

1( )d [ ( )] ( )d ( ) [ ( )]f x x f t t t F t C F x C         ，

其中 1( )t x  是 ( )x t 的反函数用到第二类换元法的不定积分主要有两种

类型：（1）简单无理函数的类型（例 18、例 19）；（2）三角函数代换法类

型（例 20、例 21）．

例 8 求
d

1
x
x ．

解 令 x t ，则 2x t ， d 2 dx t t ，所以

d d 12 2 1 d
1 11

x t t t
t tx

         

2( ln |1 |) 2( ln(1 ))t t C x x C        ．

例 9 求
3

d
(1 )

x
x x ．

解 被积函数中出现了两个不同的根式，为了同时消去这两个根式，可以作如

下代换．

令 6t x ，则 6x t ， 5d 6 dx t t ，从而

5 2

2 3 2 23

d 6 1d 6 d 6 1 d
(1 ) 1 1(1 )

x t tt t t
t t t tx x

            

6 66( arctan ) 6( arctan )t t C x x C      ．

结论 一般地，如果积分具有以下形式，则其可以进行如下相应代换：

（1） ( )dnR x ax b x ， ，可令 nt ax b  ；

（2） ( )dn mR x ax b ax b x  ， ， ，可令
pt ax b  ，其中 p是m，n的最小

公倍数．
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课堂

小结

5M

运用这些代换可以将被积函数中的根号去掉，将被积函数转化为有理函数．

例 10 求 2 2 d ( 0)a x x a  ．

解 设 sin
2 2

x a t t      
 

，那么

2 2 2 2 2sin cosa x a a t a t    ， d cos dx a t t ，

于是

2 2 d cos cos da x x a t a t t    2 2 2 1 1cos d sin 2
2 4

a t t a t t C     
  ．

结合具体图像（见图 4-2）可以得出，

sin xt
a

 ，
2 2

cos a xt
a


 ，

则 arcsin xt
a

 ，
2 2

sin 2 2sin cos 2 x a xt t t
a a


   ，所以

2
2 2 2 21d arcsin

2 2
a xa x x x a x C

a
     ．

图 4-2

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了第一类换元法和第二类换元法的相关知识及其应用，了解了伯努利

方程。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法
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授课时间 第 12 周 课次 第 19 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第四章 不定积分

第三节 分部积分法

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）能熟练地利用分部积分法计算不定积分；

（2）掌握化有理函数为部分分式的方法，并会计算较简单的有理分式函数的

积分、三角有理式的积分和无理式的积分。

思政育人目标：

在学习分部积分法时，通过讲解分部积分公式，利用分部积分由难到易的转化

引导学生在生活中处理任何问题，要遵循一定原则，不能一错再错，导致最终一发

不可收拾，培养学生开阔视野，凡事要即使改变思路，化繁为简，大事化小，提升

解决问题的能力。

教学重点及难点：

教学重点：分部积分法的相关定理

教学难点：用分部积分法计算不定积分

应对策略：通过长时间教学探索与实践，发现不定积分的计算过程与习总书记

倡导的“钉钉子精神”高度吻合。将“分部积分方法”与“钉钉子精神”相比较，

加深同学们对积分方法的理解与应用。在讲述的过程中每一个环节与钉钉子相比

较，让同学们更易掌握抽象的“分部积分方法”。

作业、讨论题、思考题：

习题 4-3 T1

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了分部积分法的积分的相关知识及其应用。课后大家要多加练习，巩固

认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课对学困生的“困难点”抓得不够准，也不够全面，导致部分学困生在课堂练
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习中对一些学过的知识仍把握不好。在今后的教学中，应抓准每一个学生的“困难

点”，制定出科学合理的辅导计划。用足够的爱心和耐心树立学生学习的自信和兴

趣，从根本上解决问题。

下节课预习重点：

有理函数的积分

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解分部积分法，并通过例题介绍其应用

定理 1 设函数 ( )u u x ， ( )v v x 具有连续的导数，则

d du v uv v u   ．

证明 由微分公式 d( ) d duv u v v u  两边积分得

d duv u v v u   ，

移项后得

d du v uv v u   ．

我们把公式 d du v uv v u   或 d duv x uv u v x    称为分部积分公式．

例 1 求 ln dx x ．

解 令 lnu x ， v x ，由分部积分公式，可得

ln d ln d ln ln d lnx x x x x x x x x x x x C         ．

例 2 求 arctan dx x ．

解 令 arctanu x ， v x ，由分部积分公式，可得

arctan d arctan darctanx x x x x x  

2arctan d
1
xx x x
x

 


2
2

1 1arctan d(1 )
2 1

x x x
x

  


21arctan ln(1 )
2

x x x C    ．

例 3 求 cos dx x x ．

解 令u x ， cos d dx x v ，即 sinv x ，则

cos d dsin sin sin d sin cosx x x x x x x x x x x x C       

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习分部

积分法，

及 其 应

用。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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例 4 求 e dxx x ．

解 令u x ， e d dx x v ， exv  ，则

e d de e e d e ex x x x x xx x x x x x C        ．

例 5 求 2e dxx x ．

解 2 2 2e d e 2 e d e 2 dex x x x xx x x x x x x     

2e 2( e e )x x xx x C   

2e ( 2 2)x x x C    ．

结论 当被积函数是幂函数与正（余）弦或指数函数的乘积时，可将幂函数设

为 u，正（余）弦或指数函数设为 v．
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

40M

例 6 求 ln dx x x ．

解 2 2 21 1 1ln d ln d ln d
2 2

x x x x x x x x x
x

     
   

2 21 1ln
2 2
x x x C    

 

2 21 1ln
2 4
x x x C   ．

例 7 求 arctan dx x x ．

解
2

arctan d arctan d
2
xx x x x 

2
21 arctan d arctan

2 2
xx x x  

2
2

2

1 1arctan d
2 2 1

xx x x
x

  


2
2

2

1 1 1 1arctan d
2 2 1

xx x x
x

 
 


2

2

1 1 1arctan 1 d
2 2 1
x x x

x
     

21 1 1arctan arctan
2 2 2
x x x x C    ．

结论 当被积函数是幂函数与对数函数或反三角函数的乘积时，可将对数

函数或反三角函数设为 u，幂函数设为 v．

例 8 求 e sin dx x x ．

解法一 e sin d sin de e sin e cos dx x x xx x x x x x    

e sin cos dex xx x  

e sin e cos e sin dx x xx x x x    ，

所以

1e sin d e (sin cos )
2

x xx x x x C   ．

解法二

e sin d e d( cos ) e ( cos ) cos d(e )x x x xx x x x x      

e cos e cos d e cos e dsinx x x xx x x x x      

学习分部

积分法，

及其应

用。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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课堂

小结

5M

e cos e sin sin dex x xx x x    

e cos e sin e sin dx x xx x x x     ，

所以

1e sin d e (sin cos )
2

x xx x x x C   ．

例 9 求 e dx x ．

解 令 t x ，则 2x t ， d 2 dx t t ．

e d 2 e d 2 de 2 e 2 e dx t t t tx t t t t t      
2 e 2e 2 e 2et t x xt C x C      ．

【学生】掌握分部积分法的应用

【教师】组织学生讨论以下问题

1．可以用分部积分法的类型有哪些？

2．对于各种不同类型的积分，如何选择 u，v？

3．举例说明循环法适用的不定积分的类型．

【学生】讨论、发言

【教师】出几道测试题目，测试一下大家的学习情况

【学生】做测试题目

【教师】公布题目正确答案，并演示解题过程

【学生】核对自己的答题情况，对比答题思路，巩固答题技巧

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法
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授课时间 第 12 周 课次 第 20 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第四章 不定积分

第四节 有理函数的积分

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）掌握化有理函数为部分分式的方法，并会计算较简单的有理分式函数的

积分、三角有理式的积分和无理式的积分。

思政育人目标：

讲解有理函数的积分、可化为有理函数的积分时，使学生们发现复杂的不定积

分题目可以通过综合使用各类求解方法实现由难变易的转化，培养学生的综合分析

能力.

教学重点及难点：

教学重点：有理函数积分的方法

教学难点：化有理函数为部分分式

应对策略：经过有理式的恒等变形，任何有理式总能化为某个既约分式．如果

这个既约分式是只含有一个自变数的真分式，还可进一步化为若干个既约真分式之

和，这几个分式便称为原来那个既约分式的部分分式。

作业、讨论题、思考题：

习题 4-4 T1 T5

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了有理函数的积分、三角函数有理式的积分的相关知识及其应用。课后

大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课对学困生的“困难点”抓得不够准，也不够全面，导致部分学困生在课堂练

习中对一些学过的知识仍把握不好。在今后的教学中，应抓准每一个学生的“困难

点”，制定出科学合理的辅导计划。用足够的爱心和耐心树立学生学习的自信和兴

趣，从根本上解决问题。
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下节课预习重点：

定积分的概念和性质

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

30M

【教师】讲解有理函数的积分，并通过例题介绍其应用

形如

1
0 1 1

1
0 1 1

( )
( )

n n
n n n

m m
m m m

P x a x a x a x a
Q x b x b x b x b







   


   



的函数称为有理函数，其中 m 和 n 都是非负整数； 0 1 2 na a a a， ， ， ， 及

0 1 2 mb b b b， ， ， ， 都是实数，并且 0 00 0a b ， ．当 n m 时，称这个有理函

数为真分式；当 n m� 时，称这个有理函数为假分式．

假分式总可以化成一个多项式与一个真分式之和的形式．例如，

3 2

2 2 2

1 ( 1) 1 1
1 1 1

x x x x x
x x x
   

  
  

．

求真分式的不定积分时，如果分母可因式分解，则先因式分解，然后化成部分

分式再积分．

例 1 求 2

3 d
5 6
x x

x x


  ．

解 设 2

3 3
5 6 ( 2)( 3) 2 3
x x A B

x x x x x x
 

  
     

，则

( 3) ( 2) ( ) 3 2 3A x B x A B x A B x         ，

即

1
3 2 3
A B
A B
 

  

，

，

解得 5A   ， 6B  ，所以

2

3 5 6d d
5 6 2 3
x x x

x x x x
         

1 15 d 6 d
2 3
x x

x x
  

   5ln | 2 | 6ln | 3 |x x C      ．

例 2 求 2

1 d
( 1)

x
x x  ．

解 设 2 2

1
( 1) ( 1) 1

A B C
x x x x x

  
  

，则

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习有理

函数和三

角函数有

理式的积

分。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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课堂

检测

10M

课堂

小结

5M

2( 1) ( 1) 1A x Bx Cx x     ，

2( ) ( 2 ) 1A C x B A C x A      ，

即
0

2 0
1

A C
B A C
A

 
   
 

，

，

，

解得 1B  ， 1C   ．所以

2 2

1 1 1 1d d
( 1) 1 ( 1)

x x
x x x x x

 
      

 

2

1 1 1d d d
1 ( 1)

x x x
x x x

  
   

1ln | | ln | 1|
1

x x C
x

    


．

例 3 求 2

1 d
12

x x
x x


  ．

解 设 2

1 1
12 ( 4)( 3) 4 3

x x A B
x x x x x x

 
  

     
，则

( 3) ( 4) ( ) 3 4 1A x B x A B x A B x         ，

即

1
3 4 1
A B
A B
 

  

，

，

解得
5
7

A  ，
2
7

B  ，所以

2

1 1 5 2d d
12 7 4 3

x x x
x x x x

         
5 2ln| 4| ln| 3|
7 7

x x C     ．

【教师】讲解三角函数有理式的积分，并通过例题介绍其应用

【学生】掌握有理函数和三角函数有理式的积分

【教师】出几道测试题目，测试一下大家的学习情况

【学生】做测试题目

【教师】公布题目正确答案，并演示解题过程

【学生】核对自己的答题情况，对比答题思路，巩固答题技巧

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了分部积分法、有理函数的积分、三角函数有理式的积分的相关知识

及其应用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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授课时间 第 13 周 课次 第 21 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第五章 定积分

第一节 定积分的概念与性质

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）理解定积分的概念；

（2）理解定积分的几何意义，并掌握其应用；

（3）掌握定积分的 6 个性质，并掌握其应用。

思政育人目标：

定积分的数学思想可以概括为“分割、近似、求和、取极限”。定积分的思想

让同学们明白，再复杂的事情都是由简单的事情组合起来的，需要我们用智慧去分

解，理性平和地去做事。

教学重点及难点：

教学重点：定积分的概念和性质

教学难点：定积分的几何意义

应对策略：从与学生专业相关的“铺设高铁路基的面积计算问题”引入，定积

分的定义可以概括为“分割、近似、求和、取极限”。可以使学生明白遇到困难时

不要害怕，再复杂的问题都是由简单的问题组合成的，可以把大问题分割成许多小

问题逐个击破。

作业、讨论题、思考题：

习题 5-1 T2 T5

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了定积分的概念、定积分的性质的相关知识及其应用。课后大家要多加

练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课对学困生的“困难点”抓得不够准，也不够全面，导致部分学困生在课堂练

习中对一些学过的知识仍把握不好。在今后的教学中，应抓准每一个学生的“困难
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点”，制定出科学合理的辅导计划。用足够的爱心和耐心树立学生学习的自信和兴

趣，从根本上解决问题。

下节课预习重点：

微分基本公式

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】通过例题讲解引出定积分的定义

1．曲边梯形的面积

由非负连续曲线 ( )y f x 和直线 x a ，x b 及 x轴所围成的图形称为曲边梯

形，其中曲线弧 ( )y f x 称为曲边，如图 6-1 所示．

图 6-1

下面讨论如何求这种曲边梯形的面积 A．

如果曲边梯形的曲边是一条水平直线，这时，曲边梯形就变成了矩形，它的高

是常量，因此，它的面积可按

矩形面积 底高

来计算．但曲边梯形在底边上各点处的高 ( )f x 在区间 [ ]a b， 上是变动的，故

它的面积不能直接按上述公式来计算．

（1）细分：在[ ]a b， 中任意插入若干个分点

0 1 2 1n na x x x x x b       ，

把[ ]a b， 分成 n个小区间

0 1 1 2 1[ ] [ ] [ ]n nx x x x x x， ， ， ， ， ， ，

它们的长度依次为

1 1 0 2 2 1 1n n nx x x x x x x x x         ， ， ， ．

（2）近似求和：经过每一个分点做平行于 y轴的直线段，把曲边梯形分成

n个小曲边梯形．在每个小区间 1[ ]i ix x ， ( 1 2 )i n ，， ， 上任取一点 i ，以

1[ ]i ix x ， 为底、 ( )if  为高的小矩形面积近似替代第 i个小曲边梯形面积，

把这样得到的 n个小矩形面积之和作为所求曲边梯形面积 A的近似值，即

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习定积

分 的 定

义，及其

应用。边

做边讲，

及时巩固

练习，实

现教学做

一体化
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1 1 2 2
1

( ) ( ) ( ) ( )
n

n n i i
i

A f x f x f x f x   


         ．

（3）取极限：记 1 2max{ }nx x x    ， ， ， ，于是每个小曲边梯形的宽度

趋于零，相当于令 0  ．所以，曲边梯形的面积为

0 1
lim ( )

n

i i
i

A f x







  ．

这样，既给出了曲边梯形面积的定义，又提供了一个计算曲边梯形面积值

A的具体方法．

2．变速直线运动的路程

设某物体做直线运动，已知速度 ( )v v t 是时间间隔 1 2[ ]T T， 上 t的非负连续

函数，计算在这段时间内物体所经过的路程 S．
如果是匀速直线运动，其路程可按

路程 速度时间

（1）细分：在 1 2[ ]T T， 内任意插入若干个分点

1 0 1 2 1 2n nT t t t t t T       ，

把时间区间 1 2[ ]T T， 分成 n个小段

0 1 1 2 1[ ] [ ] [ ]n nt t t t t t， ， ， ， ， ， ，

各小段时间长依次为

1 1 0 2 2 1 1n n nt t t t t t t t t         ， ， ， ．

相应地，各段时间内物体经过的路程依次为 1 2 nS S S  ， ， ， ．

（2）近似求和：在时间间隔 1[ ]i it t ， 上任取一个时刻 1( )i i i it t    ，以 i

时刻的速度 ( )iv  来代替 1[ ]i it t ， 上各个时刻的速度，进而得到部分路程 iS

的近似值，即

( ) ( 1 2 )i i iS v t i n    ，， ， ．

于是这 n段部分路程的近似值之和就是所求变速直线运动路程 S 的近似

值，即

1 1
( )

n n

i i i
i i

S S v t
 

     ．

（3）取极限：记 1 2max{ }nt t t    ， ， ， ，当 0  时，取上述和式的

极限，即得变速直线运动路程

0 1
lim ( )

n

i i
i

S v t







  ．

【教师】讲解定积分的定义，并通过例题介绍其应用

定义 设函数 ( )f x 在[ ]a b， 上有界，在[ ]a b， 中任意插入若干个分点

0 1 2 1n na x x x x x b       ，
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把区间[ ]a b， 分成 n个小区间

0 1 1 2 1[ ] [ ] [ ]n nx x x x x x， ， ， ， ， ， ，

各小段区间的长依次为

1 1 0 2 2 1 1n n nx x x x x x x x x         ， ， ， ．

在每个小区间 1[ ]i ix x ， 上任取一个点 1( )i i i ix x    ，作函数值 ( )if  与小区

间长度 ix 的乘积 ( ) ( 1 2 )i if x i n   ，， ， ，并作出和

1
( )

n

i i
i

S f x


  ．

记 1 2max{ }nx x x    ， ， ， ，如果当 0  时，和 S总趋于确定的极限 I ，
则称 ( )f x 在[ ]a b， 上可积，这时我们称这个极限 I 为函数 ( )f x 在区间[ ]a b，

上的定积分，记作 ( )d
b

a
f x x ，即

0 1
( )d lim ( )

nb

i ia
i

f x x f x







  ．

其中 ( )f x 称为被积函数， ( )df x x称为被积表达式， x称为积分变量， a称为

积分下限，b称为积分上限，[ ]a b， 称为积分区间根据定积分的定义可知，曲

边梯形的面积为

( )d
b

a
A f x x  ；

变速直线运动的路程为

2

1

( )d
T

T
S v t t  ．

那么，函数 ( )f x 在区间 [ ]a b， 上满足什么条件时， ( )f x 在 [ ]a b， 上可积呢？

可以证明，闭区间上的连续函数或仅有有限个第一类间断点的有界函数都是可

积的．在此，不做深入讨论．

定积分的几何意义：在区间 [ ]a b， 上，当 ( ) 0f x � 时，定积分 ( )d
b

a
f x x 表

示由曲线 ( )y f x ，两条直线 x a ， x b 与 x轴所围成的曲边梯形的面

积；当 ( ) 0f x � 时，由曲线 ( )y f x ，两条直线 x a ，x b 与 x轴所围成

的曲边梯形位于 x轴的下方，且

0 01 1
( )d lim ( ) lim [ ( )] [ ( )]d

n nb b

i i i ia a
i i

f x x f x f x f x x
 

 
 

 

           ，

在几何上表示上述曲边梯形面积的负值；当 ( )f x 在 [ ]a b， 上有正有负时，

如果约定在 x轴上方的图形面积赋予正号，在 x轴下方的图形面积赋予负

号，则定积分 ( )d
b

a
f x x 表示介于直线 x a 与 x b 之间，在 x轴上、下方

各部分图形面积的代数和，
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

 【教师】讲解定积分的性质，并通过例题介绍其应用

性质 1（线性性质）

[ ( ) ( )]d ( )d ( )d
b b b

a a a
f x g x x f x x g x x        ．式中的 ， 是常数．

性质 2（积分区间的可加性）

( )d ( )d ( )d
b c b

a a c
f x x f x x f x x    ．式中的 c可在[ ]a b， 内，也可在[ ]a b， 外．例

如，当 a b c  时（见图 6-5），有

( )d ( )d ( )d ( )d ( )d
b c c c b

a a b a c
f x x f x x f x x f x x f x x        ．

图 6-5

性质 3 如果在区间 [ ]a b， 上 ( ) 1f x  ，则 1d d
b b

a a
x x b a    ．

这时，定积分在几何上表示底边为b a 、高为1的矩形面积．

性质 4（比较性质） 如果在区间 [ ]a b， 上 ( ) 0f x � ，则

( )d 0
b

a
f x x � ．

假设 ( ) ( ) 0g x f x � 成立，从而有

( )d ( )d [ ( ) ( )]d 0
b b b

a a a
g x x f x x g x f x x     � ，

故

( )d ( )d
b b

a a
g x x f x x � ．

由此得到推论 1．

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法
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推论 1 如果在区间 [ ]a b， 上 ( ) ( )f x g x� ，则

( )d ( )d
b b

a a
f x x g x x � ．

由于 | ( ) | ( ) | ( ) |f x f x f x � � ，所以

| ( ) | d ( )d | ( ) | d
b b b

a a a
f x x f x x f x x  � � ，

即

( )d | ( ) | d
b b

a a
f x x f x x � ．

由此得到推论 2．

推论 2 ( )d | ( ) | d ( )
b b

a a
f x x f x x a b � ．

例 3 比较下列各对积分值的大小：

（1）
1 3

0
dx x 与

1 3

0
dx x ；（2）

1

0
dx x 与

1

0
ln(1 )dx x ．

解 （1）在区间[0 1]， 上，显然 33 x x� ．由定积分的比较性质可知

1 1 33

0 0
d dx x x x � ．

（2）令 ( ) ln(1 )f x x x   ，在区间[0 1]， 上有

1( ) 1 0
1 1

xf x
x x

   
 

� ，

可知函数 ( )f x 在 [0 1]， 上连续且单调增加，所以 ( ) (0) 0f x f � ，即有

1

0
( )d 0f x x � ，

所以，

1

0
[ ln(1 )]d 0x x x  � ，

即

1 1

0 0
d ln(1 )dx x x x � ．
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因为 ( )f x 在 [ ]a b， 内可积，所以 ( )f x 在 [ ]a b， 内有上界 M 与下界 m ，且

( )m f x M� � ， x  [ ]a b， ，由推论 1 有

d ( )d d
b b b

a a a
m x f x x M x  � � ，

所以，

( ) ( )d ( )
b

a
m b a f x x M b a � � ．

由此得到性质 5．

性质 5（估值定理） 设M 及m分别是函数 ( )f x 在区间[ ]a b， 上的最大值及

最小值，则

( ) ( )d ( ) ( )
b

a
m b a f x x M b a a b  � � ．

估值定理的几何意义：曲边梯形 EabF 的面积介于矩形 AabB与矩形DabC 的

面积之间，如图 6-6 所示．

图 6-6

性质 6（积分中值定理） 如果函数 ( )f x 在闭区间 [ ]a b， 上连续，则在积

分区间[ ]a b， 上至少存在一个点 ，使得

( )d ( )( )
b

a
f x x f b a  ．

积分中值公式的几何解释：设 ( ) 0f x � ，则在区间 [ ]a b， 上至少存在一点

 ，使得以 ( )f  为高，区间 [ ]a b， 的长度为底边的矩形面积等于相同底边

且以 ( )f x 为曲边的曲边梯形的面积。



160

授课时间 第 13 周 课次 第 22 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第五章 定积分

第二节 微分基本公式

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）理解积分上限函数的概念，并掌握其求导方法；

（2）掌握牛顿—莱布尼茨公式，及其应用；

（3）掌握定积分的计算。

思政育人目标：

通过学习积分上限函数及其导数和牛顿—莱布尼茨公式，培养学生的逻辑思

维、辩证思维和创新思维能力；引导学生养成独立思考和深度思考的良好习惯；树

立学生实事求是、一丝不苟的科学精神。

教学重点及难点：

教学重点：积分上限函数的概念，牛顿—莱布尼茨公式

教学难点：定积分的计算

应对策略：首先通过回顾上节课的例子：用定积分的定义计算一个简单的定积

分，让学生认识到利用定义计算定积分的过程相当复杂，而且计算量较大，开门见

山提出问题：有没有计算定积分既简单又有效的方法呢？从而引出本节课学习的主

要内容。

作业、讨论题、思考题：

习题 5-2 T2 T4

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了积分上限函数及其导数、牛顿—莱布尼茨公式的相关知识及其应用。

课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

这节课个人感觉严谨亲切有余，但活泼激情不足，整个教学过程显得有些平铺直叙，

缺少高潮和亮点。在今后的教学中要更加严格地要求自己，在方方面面提高自己，
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并通过增加互动环节提高学生的学习兴趣，为学生提供轻松、活跃的学习氛围。

下节课预习重点：

定积分的换元法和分部积分法

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】通过引例，推导出牛顿—莱布尼兹公式

设物体从某定点开始做直线运动，在 t 时刻所经过的路程为 ( )S t ，速度为

( ) ( ) ( ( ) 0)v v t S t v t  � ，则在时间间隔 1 2[ ]T T， 内物体所经过的路程 S 可表示

为

2 1( ) ( )S T S T 或
2

1

( )d
T

T
v t t ，

即

2

1
2 1( )d ( ) ( )

T

T
v t t S T S T  ．

由此看出，
2

1
( )d

T

T
v t t 的值等于被积函数 ( )v t 的原函数 ( )S t 在 2t T 处的值与在

1t T 处的值之差．

对一般的情形，我们可以猜想有

( )d ( ) ( )
b

a
f x x F b F a 

成立，其中 ( )F x 是被积函数 ( )f x 的原函数．这就是牛顿—莱布尼兹公式．

在证明牛顿—莱布尼兹公式之前，先证明原函数存在定理．

【教师】讲解积分上限函数及其导数，并通过例题介绍其解法

设函数 ( )f x 在区间[ ]a b， 上连续，并且设 x 为 [ ]a b， 上的一点．若积分上限 x

在[ ]a b， 上每取一个值，函数 ( )f x 在部分区间 [ ]a x， 上的定积分 ( )d
x

a
f x x 总

有一个值与 x相对应，即在 [ ]a b， 上定义了一个函数，称为积分上限函数，也

称为变上限定积分，记作 ( )x ，即 ( ) ( )d
x

a
x f x x   或

( ) ( )d
x

a
x f t t   ( )a x b� � ．

相应地，可以定义积分下限函数（或变下限定积分）．

定理 1 如果函数 ( )f x 在区间 [ ]a b， 上连续，则函数 ( ) ( )d
x

a
x f t t   在 [ ]a b，

上可导，且其导数为

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习积分

上限函数

及 其 导

数。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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( ) ( )( )d
x

a
x f xf t t

      ( )a x b� � ．

证明 对 ( )x a b ， ，取 x 使 ( )x x a b   ， ，

( ) ( )x x x       ( )d ( )d
x x x

a a
f t t f t t


  

( )d ( )d
x x a

a x
f t t f t t


  

( )d
x x

x
f t t


  （积分区间的可加性）

( )f x  （积分中值定理），

其中 在 x 与 x x  之间，如图 6-8 所示．当 0x  时， x  ．于是

0 0
( ) lim lim ( ) lim ( ) ( )

x x x
x f f f x

x 

  
    

    


．

图 6-8

若 x a ，取 0x  ，则同理可证

( ) ( )a f a  ；

若 x b ，取 0x  ，则同理可证

( ) ( )b f b  ．
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解牛顿—莱布尼茨公式，并通过例题介绍其应用

定理 3（微积分基本公式） 如果函数 ( )F x 是连续函数 ( )f x 在区间 [ ]a b， 上

的一个原函数，则

( )d ( ) ( )
b

a
f x x F b F a  ．

此公式称为牛顿—莱布尼茨公式，也称为微积分基本公式．

证明 已知函数 ( )F x 是连续函数 ( )f x 的一个原函数．根据定理 2 可知，积分

上限函数 ( ) ( )d
x

a
x f t t   也是 ( )f x 的一个原函数．于是存在一常数 C，使

( ) ( ) ( )F x x C a x b  � � ．

当 x a 时，有 ( ) ( )F a a C  ，因为 ( ) 0a  ，所以 ( )C F a ；当 x b 时，

( ) ( ) ( )F b b C F a   ，所以 ( ) ( ) ( )b F b F a   ，即

( )d ( ) ( )
b

a
f x x F b F a  ．

该公式进一步揭示了定积分与被积函数的原函数的联系，并且表明：当被积函

数的原函数可以求出时， ( )f x 在 [ ]a b， 上的定积分值等于它的任意一个原函

数 ( )F x 在区间[ ]a b， 上的增量．为了方便把 ( ) ( )F b F a 表示为

[ ( )]baF x ．

例 5 计算
1

0
e dx x ．

解 由于 ex 在 [0 1]， 上连续且是 ex 的一个原函数，所以

1 1
00

e d [e ] e 1x xx    ．

例 6 计算
3

21

d
1
x
x  ．

解 由于 arctan x是 2

1
1 x

的一个原函数，所以

3 3
121

d 7[arctan ] arctan 3 arctan( 1)
1 3 4 12
x x
x 

             

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习牛顿

—莱布尼

茨公式，

及 其 应

用。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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例 7 设
e 0 1

( )
2 1 1 2

x x
f x

x x
 

 


， ，

， ，

�

� �
求

2

0
( )df x x ．

解 利用定积分对区间的可加性，有

2 1 2 1 2 1 2 2
0 10 0 1 0 1

( )d ( )d ( )d e d (2 1)d [e ] [ ] e 1x xf x x f x x f x x x x x x x             
．

例 8 计算
4

0
| 3 | dx x ．

解
4 3 4 3 4

0 0 3 0 3
| 3 | d | 3 | d | 3 | d ( 3)d ( 3)dx x x x x x x x x x             

2 3 2 4
0 3

1 1[( 3) ] [( 3) ] 5
2 2

x x      ．

例 9 计算正弦曲线 siny x 在 [0 ]， 上与 x轴所围成的平面图形的面积．

解 这图形是曲边梯形的一个特例，它的面积

00
sin d [ cos ] ( 1) ( 1) 2A x x x

          ．

例 10 汽车以 36 km/h 速度行驶，到某处需要减速停车．设汽车以等加速度

25 m/sa   刹车．问从开始刹车到停车，汽车走了多少距离？

解 先要算出从开始刹车到停车所需的时间．当 0t  时，汽车速度

0
36 1 00036 km/h m/s 10 m/s

3 600
v 
   ．

刹车后 t时刻汽车的速度为

0( ) 10 5v t v at t    ．

当汽车停止时，速度 ( ) 0v t  ，代入上式得， 2 st  ．于是从开始刹车到停车

汽车所走过的距离

2
2 2 2

0 0
0

5( )d (10 5 )d 10 10 (m)
2

s v t t t t t t          ，

即在刹车后，汽车需走过 10 m 才能停住．

【学生】掌握牛顿—莱布尼茨公式及其应用
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授课时间 第 14 周 课次 第 23 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第五章 定积分

第三节 定积分的换元法和分部积分法

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）掌握定积分的换元积分法；

（2）掌握定积分的分部积分法。

思政育人目标：

通过讲解分部积分公式，利用分部积分由难到易的转化引导学生在生活中处理

任何问题，要遵循一定原则，不能一错再错，导致最终一发不可收拾，培养学生开

阔视野，凡事要即使改变思路，化繁为简，大事化小，提升解决问题的能力。

教学重点及难点：

教学重点：换元积分法和分部积分法的相关定理

教学难点：利用换元积分法和分部积分法计算定积分

应对策略：换元法和分部积分法这两种求解不定积分的方法，这两种方法应用

在定积分上有一点需要注意，虽然不定积分和定积分只有一字之差，但是在数学上

其实它们是两个完全不同的概念。不定积分求解的是函数的原函数，而定积分则是

求解的曲形的面积，也就是一个具体的值。

作业、讨论题、思考题：

习题 5-3 T1 T4

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了定积分的换元积分法和分部积分法的相关知识及其应用。课后大家要

多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课发现一些学生的练习不够，强化不够，检查不够，解题时出现了一些不应出

现的错误，后面的教学中应要求学生更多地进行练习，让学生在练习中体会、理解

所学知识的应用，并学会在练习中总结，反思。
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下节课预习重点：

反常积分

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

40M

【教师】讲解定积分的换元积分法，并通过例题介绍其应用

定理 设函数 ( )f x 在[ ]a b， 上连续，函数 ( )x t 满足：

（1） ( ) a   ， ( ) b   ；

（2） ( )t 在[ ] ， 或[ ] ， 上单调且有连续的导数，则

( )d [ ( )] ( )d
b

a
f x x f t t t




   ．

这个公式称为定积分的换元公式．

证明 因为 ( )f x ， ( )x t 及 ( )t 均为连续函数，所以 ( )f x 及 [ ( )] ( )f t t  都

有原函数，设 ( )F x 是 ( )f x 的一个原函数，则

( )d ( ) ( )
b

a
f x x F b F a  ．

另一方面，因为 { [ ( )]} [ ( )] ( ) [ ( )] ( )F t F t t f t t         ，所以 [ ( )]F t 是

[ ( )] ( )f t t  的一个原函数，从而

[ ( )] ( )d [ ( )] [ ( )] ( ) ( )f t t t F F F b F a



          ，

因此

( )d [ ( )] ( )d
b

a
f x x f t t t




   ．

例 1 求 2 2

0
d ( 0)

a
a x x a  ．

解 令 sinx a t ，则 d cos dx a t t ．当 0x  时， 0t  ；当 x a 时，
2

t 


（可以看出， sinx a t ， 0
2

t     
， 是单调增加的）．于是

2
2 2 2 22 2

0 0 0
d cos d (1 cos 2 )d

2
a aa x x a t t t t

 

     

2 2 2

0

1 sin 2
2 42
a at t



    
．

例 2 计算
ln8

ln 3
1 e dx x ．

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法
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课堂

小结

5M

解 令 1 ex t  ，则 2ln( 1)x t  ， 2

2d d
1
tx t

t



．当 ln 3x  时， 2t  ；当

ln8x  时， 3t  ．于是

2ln8 3 3

2 2ln 3 2 2

2 11 e d d 2 1 d
1 1

x tx t t
t t

         

3

2

1 1 32 ln 2 ln
2 1 2

tt
t

  
     

．

例 3 计算 2
20

cos sin d
1 cos
x x x

x



 ．

解 令 21 cost x  ，则
1 d cos sin d
2
t x x x  ．当 0x  时， 2t  ；当

2
x 


时， 1t  ．

于是

1 2
2

20 2 1

cos sin d 1 d 1 d
1 cos 2 2
x x x t t

x t t



  
   2

1
1 1[ln ] ln 2
2 2

t  ．

例 4 计算 3 5

0
sin sin dx x x


 ．

解
3

3 5 2
0 0

sin sin d sin | cos | dx x x x x x
 

  

3 3
2 2 2

0
2

sin dsin sin dsinx x x x




  
5 52
2 2

0
2

2 2 2 2 4sin sin
5 5 5 5 5

x x






               
    

【教师】出几道测试题目，测试一下大家的学习情况

【学生】做测试题目

【教师】公布题目正确答案，并演示解题过程

【学生】核对自己的答题情况，对比答题思路，巩固答题技巧
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

30M

【教师】讲解定积分的分部积分法，并通过例题介绍其应用

设函数 ( )u x ， ( )v x 在区间[ ]a b， 上具有连续导数 ( )u x ， ( )v x ，由不定积分的

分部积分法，可得

( ) ( )d ( ) ( )d ( ) ( ) ( )d ( )
b bb

a a a
u x v x x u x v x x u x v x v x u x           

[ ( ) ( )] ( )d ( )
bb

a a
u x v x v x u x   ，

简记为

d [ ] d
b bb

aa a
uv x uv u v x    或 d [ ] d

b bb
aa a

u v uv v u   ．

这就是定积分的分部积分公式．

例 5 求
e

1
ln dx x x ．

解
e e 2

1 1

1ln d ln d
2

x x x x x 
e2 e 2

1 1

1
[ ln ] d ln

2
x x x x   

e2 2

1

1 1 1e d
2 2

x x
x

  
e2

1

1 1e d
2 2

x x  
e

2 2

1

1 1 1e
2 2 2

x     
21 (e 1)

4
  ．

例 6 计算
1
2

0
arcsin dx x ．

解

11 1
22 2
00 0 2

arcsin d [ arcsin ] d
1
xx x x x x
x

 


 

1
22
0

3 1112 12 2x
 

       ．

例 7 设函数 ( )y f x 在 [0 1]， 上具有三阶连续导数，且有 (0) 1f   ，

(1) 2f   ， (0) (1) 0f f  ，求
1

0
( ) ( )df x f x x ．

解
1 1 11

00 0 0
( ) ( )d ( )d ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )df x f x x f x f x f x f x f x f x x        

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法
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121

0
0

3[ ( )]( )d ( )
22

f xf x f x           ．

例 8 证明一个重要的递推公式：

2 2
0 0

1 3 3 1
2 4 2 2sin d cos d

1 3 4 2 1
2 5 3

n n
n

n n n
n nI x x x x
n n n
n n

 
                 

 

 




， 为正偶数，

， 为大于 的正奇数．

证明 12 2
0 0

sin d sin d cosn n
nI x x x x

 
   

1 12 2
0 0

[sin cos ] cos d(sin )n nx x x x
 

    

2 22
0

( 1) cos sin dnn x x x


  

2 22
0

( 1) sin (1 sin )dnn x x x


  

22 2
0 0

( 1) sin d ( 1) sin dn nn x x n x x
 

    

2( 1) ( 1)n nn I n I    ，

所以

2
1

n n
nI I
n 


 ．

这个等式称为 nI 关于下标的递推公式．

例 9 求 92
0

sin dx x


 ．

解 92
0

8 6 4 2 128sin d
9 7 5 3 315

x x


     ．
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授课时间 第 14 周 课次 第 24 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第五章 定积分

第四节 反常积分

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）理解无穷限的反常积分，并掌握其应用；

（2）理解无界函数的反常积分，并掌握其应用。

思政育人目标：

通过学习穷限的反常积分和无界函数的反常积分，培养学生的逻辑思维、辩证

思维和创新思维能力；引导学生养成独立思考和深度思考的良好习惯；树立学生实

事求是、一丝不苟的科学精神。

教学重点及难点：

教学重点：无穷限的反常积分的定义、无界函数的反常积分的定义

教学难点：无穷限的反常积分的应用

应对策略：教师首先通过学生感兴趣的火箭发射问题引出第二宇宙速度，创设

适合学生探究的问题情境，学生通过小组讨论生成无穷限反常积分的概念，借助教

学平台的随堂测验、头脑风暴等功能巩固深化概念。

作业、讨论题、思考题：

习题 5-4 T2 T5

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了无穷限的反常积分和无界函数的反常积分的相关知识及其应用。课后

大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课由于对所讲知识中重点和难点的把握较好，因此取得了不错的效果。我在教

学过程中体会到，对教学重点、难点的把握正确与否，决定着教学过程的意义。若

不正确，教学过程就失去了意义，若不明确，教学过程就失去了方向。因此重点和

难点是教学活动的依据，也是教学活动中的重点和方向，一定要把握好。
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下节课预习重点：

定积分的元素法

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解反常积分的概念

前面讨论的定积分 ( )d
b

a
f x x ，其积分区间[ ]a b， 为有限区间，且在定积分存在的条

件下被积函数 ( )f x 在[ ]a b， 上是有界的．可是在很多实际问题中会遇到积分区间为无

穷区间或者被积函数在积分区间上是无界的定积分，这样的积分称为反常积分或广义

积分．本节将通过定积分对这两种情形的反常积分进行讨论．

【教师】讲解无穷限的反常积分，并通过例题介绍其应用

定义 1 设函数 ( )f x 在区间[ )a  ， 上连续，取 t a ，如果极限 lim ( )d
t

at
f x x

 
存在，则称此极限为函数 ( )f x 在无穷区间 [ )a  ， 上的反常积分，记作

( )d
a
f x x



 ，即

( )d lim ( )d
t

a at
f x x f x x




  ．

这时也称反常积分 ( )d
a
f x x



 收敛．如果上述极限不存在，则称反常积分

( )d
a
f x x



 发散．这时反常积分 ( )d
a
f x x



 仅仅是个记号，不表示任何数值．

由定义可知，我们讨论反常积分 ( )d
a
f x x



 的敛散性，实际上就是考察变

上限积分

( )d ( )
t

a
f x x t a ，

当 t时的极限是否存在．

若 ( )f x 在 [ )a  ， 上为非负的，且反常积分 ( )d
a
f x x



 收敛，则 ( )d
a
f x x




的值从几何上可以解释为由曲线 ( )y f x 与直线 x a 及 x轴所围成的向

右无限延伸区域的面积，如图 6-9 所示．

图 6-9

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习无穷

限的反常

积分，及

其应用。

边 做 边

讲，及时

巩 固 练

习，实现

教学做一

体化
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类似地，可定义 ( )f x 在 ( ]b， 上的反常积分为

( )d lim ( )d
b b

tt
f x x f x x

 
  ．

而 ( )f x 在 ( )  ， 上的反常积分为

( )d ( )d ( )d
c

c
f x x f x x f x x

 

 
   

lim ( )d lim ( )d
c t

t ct t
f x x f x x

 
   ．

其中， c为任意实数．当反常积分
0

( )df x x
 和

0
( )df x x



 同时收敛时，则

称反常积分 ( )df x x


 收敛；当
0

( )df x x
 和

0
( )df x x



 中一个发散或两个

均发散时，则称反常积分 ( )df x x


 发散．

设 ( )F x 是 ( )f x 在[ )a  ， 上的一个原函数，则

( )d lim ( )d lim[ ( )] lim[ ( ) ( )] lim ( ) ( )
t t

aa at t t t
f x x f x x F x F t F a F t F a



   
      

记 lim ( ) ( )
t

F t F


  ，于是有

( )d ( ) ( ) [ ( )]aa
f x x F F a F x

     ．

类似地，若记 lim ( ) ( )
x

F x F


  ，则

( )d ( ) ( ) [ ( )]
b bf x x F b F F x 

    ，

( )d ( ) ( ) [ ( )]f x x F F F x
 


     ．

例 1 讨论反常积分
1 d ( 0)pa

x a
x


 的敛散性．

解 当 1p  时，

1 1d d [ln ]apa a
x x x

x x
       ．

当 1p  时，

11 1d
1

p
pa

a

x x
x p


  

    
 ；

当 1p  时，

1
11 1d

1 1

p
p

pa
a

ax x
x p p

   
    

 ．

因此，当 1p  时，此反常积分收敛，其值为
1

1

pa
p




；当 1p� 时，此反常积

分发散．
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解无界函数的反常积分，并通过例题介绍其应用

定义 2 设函数 ( )f x 在区间 ( ]a b， 上连续，而在点 a的右邻域内无界．取

t a ，如果极限 lim ( )d
b

tt a
f x x

  存在，则称此极限为函数 ( )f x 在 ( ]a b， 上的

反常积分，仍然记作 ( )d
b

a
f x x ，即

( )d lim ( )d
b b

a tt a
f x x f x x


  ．

这时也称反常积分 ( )d
b

a
f x x 收敛．如果上述极限不存在，就称反常积分

( )d
b

a
f x x 发散．

类似地，设函数 ( )f x 在区间 [ )a b， 上连续，而在点 b的左邻域内无界．取

t b ，如果极限 lim ( )d
t

at b
f x x

  存在，则称此极限为函数 ( )f x 在 [ )a b， 上的

反常积分，仍然记作 ( )d
b

a
f x x ，即

( )d lim ( )d
b t

a at b
f x x f x x


  ．

这时也称反常积分 ( )d
b

a
f x x 收敛．如果上述极限不存在，就称反常积分

( )d
b

a
f x x 发散．

设函数 ( )f x 在区间 [ ]a b， 上除点 ( )c a c b  外连续，而在点 c的任意邻域

内无界．如果两个反常积分 ( )d
c

a
f x x 与 ( )d

b

c
f x x 都收敛，则 ( )d

b

a
f x x 收

敛，且定义

( )d ( )d ( )d
b c b

a a c
f x x f x x f x x    ．

如果两个反常积分 ( )d
c

a
f x x 与 ( )d

b

c
f x x 有一个发散，则称反常积分

( )d
b

a
f x x 发散．

如果函数 ( )f x 在点 a的任一邻域内都无界，那么点 a称为函数 ( )f x 的瑕点．故

无界函数的反常积分又称为瑕积分．

如果 ( )F x 为 ( )f x 的原函数，当 a为瑕点时，则有

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习无界

函数的反

常积分，

及 其 应

用。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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( )d lim ( )d lim[ ( )] ( ) lim ( ) ( ) lim ( )
b b b

ta tt a t a t a x a
f x x f x x F x F b F t F b F x

      
       ，

可采用如下简记形式

( )d [ ( )] ( ) lim ( )
b b

aa x a
f x x F x F b F x


   ．

类似地，当 b 为瑕点时，有

( )d [ ( )] lim ( ) ( )
b b

aa x b
f x x F x F x F a


   ．

当 ( )c a c b  为瑕点时，有

( )d ( )d ( )d [ lim ( ) ( )] [ ( ) lim ( )]
b c b

a a c x c x c
f x x f x x f x x F x F a F b F x

  
       

例 4 计算反常积分
0 2 2

da x
a x ( 0)a  ．

解 因为
2 2

1lim
x a a x

 


，所以 x a 为函数
2 2

1( )f x
a x




的瑕点．

0 2 2
0

d arcsin lim arcsin arcsin 0 arcsin1 0
2

a
a

x a

x x x
a aa x





        


这个反常积分值的几何意义：位于曲线
2 2

1( )f x
a x




之下、 x轴之上，直

线 0x  与 x a 之间的图形面积，如图 6-11 所示．

图 6-11

【学生】理解无界函数的反常积分的定义，并掌握其应用
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授课时间 第 14 周 课次 第 25 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第六章 定积分的应用

第一节 定积分的元素法

第二节 定积分在几何学上的应用

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）理解定积分的微元法；

（2）了解定积分在几何上的应用。

思政育人目标：

借助直观的几何图形讲解微元法，并介绍定积分在几何领域的应用，在寻找微

元，化整为零的过程中透过现象看本质，学习数学中解决问题的方法和核心思想：

化整为零，化繁为简，所有问题都可以通过这种由简单到复杂的方式解决，世上无

难事，只怕有心人。

教学重点及难点：

教学重点：定积分的微元法

教学难点：定积分在几何上的应用

应对策略：定积分概念是高等数学教学内容最抽象也最难懂的一个概念之一，

特别是和式的极限非常抽象，学生学习容易吃力，因此，在教学中融入数学家的历

史故事、数学文化、哲学思想、文学艺术知识、中国和世界传统文化、社会热点问

题等内容，既能对学生进行思想政治教育，又可以激发学生的学习兴趣，从而提高

高等数学的教学质量。

作业、讨论题、思考题：

习题 6-2 T1 T3

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了定积分的微元法和利用定积分求平面图形的面积、旋转体体积、平行

截面面积已知的立体体积、平面曲线的弧长。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思
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本节课发现部分学生缺乏练习，无法将所学知识很好地应用到题目中。在今后的教

学中应更加注重课堂练习环节的作用，将其与平时成绩紧密结合，让学生自主参与，

消除学生的惰性，培养学生良好的学习习惯。

下节课预习重点：

定积分在物理学上的应用

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.



180

课时
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教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解定积分的微元法

引入定积分概念时，从讨论曲边梯形的面积问题中知道，积分 ( )d
b

a
A f x x  是

以 [ ]a b， 为底、以曲线 ( )y f x 为曲边的曲边梯形的面积．而微分

d ( ) ( )dA x f x x 表 示 点 x 处 以 dx 为 宽 的 小 曲 边 梯 形 面 积 的 近 似 值

( )dA f x x  ， ( )df x x称为曲边梯形的面积元素．那么，以[ ]a b， 为底的曲边

梯形的面积 A 就是以面积元素 ( )df x x为被积表达式，以 [ ]a b， 为积分区间的

定积分．一般情况下，为求某一量 U（与变量 x有关的量），先确定变量 x的
变化区间[ ]a b， ，再求量 U 的元素 dU ．若 d ( ) ( )dU f x x f x x   ，则量 U 就

是以 ( )df x x为被积表达式，以 [ ]a b， 为积分区间的定积分，即

( )d
b

a
U f x x  ．

这一方法通常称为微元法（或称为元素法）．

【教师】讲解利用定积分求平面图形的面积，并通过例题介绍其应用

1．直角坐标情形

设平面图形由上下两条曲线 ( )y f x 与 ( )y g x 及左右两条直线 x a 与

x b 所围成（见图 7-1），则面积元素为

d [ ( ) ( )]dS f x g x x  ，

于是平面图形的面积为于是平面图形的面积为

[ ( ) ( )]d
b

a
S f x g x x  ．

类似地，由左右两条曲线 ( )x y 与 ( )x y 及上下两条直线 y d 与 y c

所围成的平面图形（见图 7-2）的面积为

[ ( ) ( )]d
d

c
S y y y   ．

图 7-1 图 7-2

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习定积

分的微元

法，掌握

利用定积

分求平面

图形面积

和立体体

积 的 方

法。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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例 1 计算由抛物线 2 1y x   和 2y x x  所围成的图形的面积．

解 （1）画图，如图 7-3 所示；

（2）确定图形在 x轴上的投影区间：
1 1
2

   
， ；

（3）确定上下曲线， 2( ) 1f x x  上 ； 2( )f x x x 下 ；

（4）计算积分：

13 21 2 2
1

12
2

92( 1 )d
83 2

x xS x x x x x




            ．

例 2 计算抛物线 2 2y x 与直线 4y x  所围成的图形的面积．

解 （1）画图，如图 7-4 所示；

（2）确定图形在 y轴上的投影区间：[ 2 4] ， ；

（3）确定左右曲线， 21( )
2

x y 左
， ( ) 4x y  右

；

（4）计算积分：

4
4 2 2 3

2
2

1 1 14 d 4 18
2 2 6

S y y y y y y




                ．

2．参数方程情形

有时候，用曲线的参数方程计算一些平面图形面积更简便．

例 3 如图 7-5 所示，求椭圆
2 2

2 2 1x y
a b

  所围成的图形的面积．

图 7-5

解 因为整个椭圆的面积是椭圆在第一象限部分的四倍，椭圆在第一象限

部分在 x轴上的投影区间为 [0 ]a， ．因为面积元素为 dy x，所以
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0
4 d

a
S y x  ．

椭圆的参数方程为

cos
(0 2 )

sin
x a t

t
y b t


 

，
� � ，

于是，

0 0 2 2
0 0

2 2

4 d 4 sin d( cos ) 4 sin d 2 (1 cos 2 )d 2
2

a
S y x b t a t ab t t ab t t ab ab



 


            

3．极坐标情形

由曲线 ( )   及射线  ，  围成的图形称为曲边扇形，如图 7-6
所示．

图 7-6

取 为积分变量，在区间 [ ] ， 上任取子区间 [ d ]  ， ，相应的小曲边扇

形的面积可用半径为 ( )   、中心角为 d 的圆扇形的面积来近似代替

即面积元素为

 21d ( ) d
2

S    ．

因此，曲边扇形的面积为

   2 21 1( ) d ( ) d
2 2

S
 

 
        ．

例 4 如图 7-7 所示，求对数螺线 e ( )a    � � 及射线  和  

所围成的图形面积．

图 7-7
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解 所求面积为
2

2 2 2 2 21 1( e ) d e d (e e )
2 2 4

aS a a  
    

 
     ．

例 5 如图 7-8 所示，求由曲线 3cos  及 1 cos   所围成图形公共

部分的面积．

解 曲线 3cos  与 1 cos   交点的极坐标为

3
2 3

A  
 
 

， ，
3
2 3

B   
 

， ．

由于对称性，所求面积为

2 23 2
0

3

1 12 (1 cos ) d (3cos ) d
2 2

S    
 



 
   

 
 

2 23 2
0

3

(1 2cos cos )d 9 cos d    
 

    

3 2
0

3

93 1 d (1 2cos 2 )d2cos cos 2
22 2

   
 


     
  

5 9 3
4 8

   ．

图 7-8

【教师】讲解利用定积分求旋转体的体积和平行截面面积为已知的立体的体积，并通

过例题介绍其应用
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

30M

【教师】讲解利用定积分求平面曲线的弧长，并通过例题介绍其应用

设 A B， 是 曲 线 弧 上 的 两 个 端 点 ， 在 弧 AB 上 依 次 任 取 分 点

0 1 2 1iA M M M M  ， ， ， ， ，

1i n nM M M B ， ， ， ， 并 依 次 连 接 相 邻 的 分 点 得 折 线

1 ( 1 2 )i iM M i n  ，， ， ，如图 7-16 所示．当分点的数目无限增加且每个小段


1i iM M 都缩向一点时，如果此折线的长 1

1
| |i i

n

i
M M


 的极限存在，则称此极限

为曲线弧AB的弧长，并称此曲线弧AB是可求长的．

图 7-16

定理 光滑曲线弧是可求长的．

证明略．

1．直角坐标情形

设曲线弧的直角坐标方程为

( ) ( )y f x a x b � � ，

( )f x 在区间[ ]a b， 上具有一阶连续导数．

现在来计算该曲线弧的长度．如图 7-17 所示，取横坐标 x为积分变量，它的

变化区间为 [ ]a b， ．曲线 ( )y f x 上相应于[ ]a b， 上任一小区间[ d ]x x x， 的

一段弧的长度为 s ，可以用该曲线在点( ( )x f x， )处的切线上相应的一小段长

度来近似代替，切线上相应的小段长度为

2 2 2(d ) (d ) 1 dx y y x   ，

从而得弧长元素（即弧微分）为

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习利用

定积分求

平面曲线

弧长的方

法。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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2d 1 ds y x  ．

以 21 dy x 为被积表达式，在闭区间 [ ]a b， 上积分，可得所求的弧长为

21 d
b

a
S y x  ．

图 7-17

例 10 如图 7-18 所示，求抛物线 21
2

y x 被圆 2 2 3x y  所截下的有限部分

的弧长．

图 7-18

解 由

2 2

2

3
1
2

x y

y x

  





，

解得抛物线与圆的两个交点分别为 ( 2 1) ， 和 ( 2 1)， ，

于是所求的弧长为

2 2 2

0
0

2
212 1 d 2 1 l 1

2 2
n( )xS x x x xx        



6 ln( 2 3)   ．
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2．参数方程情形

设曲线弧由参数方程
( )

( )
( )

x t
t

y t


 



 

，
� � 给出，其中 ( ) ( )x t y t  ， 在

[ ] ， 上具有连续导数，且 ( ) ( )t t  ， 不同时为零．因为

d ( )d d ( )dy t t x t t   ，

所以弧长元素为

2 2 2 2 2 2 2 2d (d ) (d ) ( )(d ) ( )(d ) ( )ds x y t t t t t t t           （）

所求弧长为

2 2( ) ( )dS t t t



    ．

例 11 计算摆线
( sin )

(0 2 )
(1 cos )

x a t t
t

y a t
 

  

，
� � 的一拱的长度．

解 由弧长元素的参数方程公式，有

2 2 2 2d (1 cos ) sin d 2(1 cos )d 2 sin d
2
ts a t a t t a t t a t      ，

所求弧长为

2
2

0
0

2 sin d 2 2cos 8
2 2
t tS a t a a


        ．

3．极坐标情形

设曲线弧由极坐标方程 ( ) ( )      � � 给出，其中 ( )  在 [ ] ， 上具有

连续导数，由直角坐标与极坐标的关系可得

 ( )cos ( )sinx y          � �， ，

于是得弧长元素为

 2 2 2 2d ( )+ ( )d ( )ds x y            ，

从而所求弧长为

2 2( ) ( )ds



      ．
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问题

讨论

10M

课堂

小结

5 M

例 12 计算 1  相应于
3 4
4 3

� � 的一段弧长．

解 由弧长的极坐标公式得
4 44 2 2
3 33 2 2 2

2 23 33
4 44

1 1 1 5 3( ) ( )d d 1 d ln
12 2

S        
  
              
      ．

【学生】掌握利用定积分求平面曲线弧长的方法

【教师】组织学生讨论以下问题

1．光滑曲线有什么特征？

2．定积分在几何上有哪些应用？

【学生】讨论、发言

【教师】出几道测试题目，测试一下大家的学习情况

【学生】做测试题目

【教师】公布题目正确答案，并演示解题过程

【学生】核对自己的答题情况，对比答题思路，巩固答题技巧

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了定积分的微元法和利用定积分求平面图形的面积、旋转体体积、平

行截面面积已知的立体体积、平面曲线的弧长。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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授课时间 第 15 周 课次 第 26 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第六章 定积分的应用

第三节 定积分在物理学上的应用

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）了解定积分在物理学上的应用。

思政育人目标：

通过介绍定积分在物理领域的应用，使学生体会到数学在实际问题中的应用，

增加学生的学习兴趣；培养学生的逻辑思维、辩证思维和创新思维能力；引导学生

运用所学知识揭示生活中的奥秘，在实践中深化认识，达到学以致用的目的。

教学重点及难点：

教学重点：定积分在物理学上的应用

教学难点：定积分在实际问题中的应用

应对策略：通过对一些物理情境以及物理问题的研究引出定积分在物理学上的

应用，利用多媒体技术加深理解。

作业、讨论题、思考题：

习题 6-3 T1 T2

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了定积分在物理和经济分析上的应用。物理上的应用包括求变力沿直线

所做的功、水压力和引力，课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课整体效果不错，由于所讲知识在物理等方面与实际接轨，因此学生的学习兴

致很高，在今后的的教学中，应将所讲知识多与实际问题相结合，这样可以起到事

半功倍的效果。。

下节课预习重点：

微分方程的基本概念
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参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解定积分在“变力沿直线所做的功”问题中的应用

从物理学知道，当物体在恒力 F 的作用下，沿力的方向做直线运动，将物体

移动了距离 s时，力 F 所做的功为

W Fs ．

但在实际问题中，常常需要计算变力所做的功，下面我们通过举例来说明如何

计算变力沿直线所做的功．

例 1 设 40 N 的力使弹簧从自然长度 10 cm 拉长到 15 cm，问需要做多大的功

才能克服弹性恢复力，将伸长的弹簧从 15 cm 处再拉长 3 cm？

解 如图 7-19 所示，根据胡克定律，有 ( )F x kx ．当弹簧从 10 cm 拉长到 15

cm 时，它伸长量为 5 cm 0.05 m ．

因有 (0.05) 40F  ，即 0.05 40k  ，故得 800k  ．于是可得到

( ) 800F x x ，

则功元素为

d 800 dW x x ．

于是，弹簧从 15 cm 拉长到 18 cm，所做的功为

0.08 2 0.08
0.050.05

800 d [400 ] 400(0.0064 0.0025) 1.56 (J)W x x x     ．

图 7-19

于是所求的功为

525

0
0

88.2 d 88.2 1102.5 (kJ)
2
xW x x

 
      

 


图 7-20

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习定积

分在物理

学上的应

用。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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【教师】讲解定积分在“水压力”问题中的应用

由物理学知识可知：在水深为 h处点的压强为 p gh ，这里  是水的密度，

如果有一面积为 A 的平板水平地放置在水深 h 处，那么平板一侧所受的水压

力为 F pA ．

如果这个平板铅直放置在水中，那么由于水深不同，平板上各点处的压强 p

也不相等，所以平板所受水的压力就不能用上述方法计算．

例 3 一矩形闸门垂直立于水中，宽为 10 m，高为 6 m，问闸门上边界在水面

下多少米时，它所受的压力等于上边界与水面相齐时所受压力的两倍．

解 设所求高度为 h，建立如图 7-21 所示的坐标系，任取小区间 [ d ]x x x， ，

小区间上压力元素为

d 10 dF gx x ．

于是，由题意得

6 6

0
10 d 2 10 d

h

h
gx x gx x 


  ，

即

6 62 2

0

2
2 2

h

h

x x


   
   

   

解得 3h  ．

图 7-21



192

课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解定积分在经济分析中的应用

在经济问题中，常常要涉及总产量、总收入、总成本等许多经济总量，这

些总量可由其边际量通过积分方法求得．一般地，有以下几种常见的情况：

（1）已知边际成本 ( )C q ，固定成本 0C ，则总成本的函数为

00
( ) ( )d

q
C q C q q C  或

0

( ) ( )d

(0)

C q C q q

C C

 




 ，

，

产量由 a变到 b时，总成本的改变量为

( )d
b

a
C C q q   或 ( ) ( )C C b C a   ；

（2）已知边际收入 ( )R q ，则总收入函数为

0
( ) ( )d

q
R q R q q  或

( ) ( )d

(0) 0

R q R q q

R

 




 ，

，

产量由 a变到 b时，总收入的改变量为

( )d
b

a
R R q q   或 ( ) ( )R R b R a   ；

（3）已知固定成本 0C ，边际利润 ( )L q ，则总利润函数为

00
( ) ( )d

q
L q L q q C  或

0

( ) ( )d

(0)

L q L q q

L C

 


 

 ，

，

产量由 a变到 b时，总利润的改变量为

( )d
b

a
L L q q   或 ( ) ( )L L b L a   ．

例 1 设某产品的边际成本为 ( ) 10 28C q q   ，固定成本为 50．求总成本

函数 ( )C q ．

解法一 00 0
( ) ( )d (10 28)d 50

q q
C q C t t C t t     

2 2
0[5 28 ] 50 5 28 50qt t q q      ．

解法二 2( ) ( )d (10 28)d 5 28C q C q q q q q q C       ，

又因为 (0) 50C  ，所以 50C  ，故
2( ) 5 28 50C q q q   ．

例 2 已知某产品的销售量为 q时，收入变化率为 ( ) 100R q q   ．求

（1）销售量为 10 时的总收入；

（2）销售量从 20 到 30 时，总收入是多少？

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习定积

分在经济

分析中的

应用。边

做边讲，

及时巩固

练习，实

现教学做

一体化
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解 （1）
10

10 10 2
0 0

0

1(10) ( )d (100 )d 950100
2

R R q q q q q q         ，即销售量为 10

时，总收入为 950；

（2）
30

30 30 2
20 20

20

1(30) (20) ( )d (100 )d 750100
2

R R R q q q q q q          ，即销售量从 20

到 30 时总收入为 750．

例 3 某企业每月生产某种产品 q 个单位时，其边际成本函数为

( ) 5 10C q q   （单位：万元），固定成本为 20 万元，边际收益为 ( ) 60R q 

（单位：万元）．求：

（1）每月生产多少个单位产品时，利润最大？

（2）当利润达到最大时，再多生产 10 个单位，利润将有什么变化？

解 （1）因为

( ) ( ) ( ) 60 (5 10) 50 5L q R q C q q q         ． 要 使 利 润 最 大 ， 应 有

( ) 0L q  ，即 50 5 0q  ，解得 10q  ．又因 ( ) 5 0L q    ，故唯一的驻点

10q  即为最大值点．所以每月生产 10 个单位产品时利润最大．

（2）再多生产 10 个单位产品时，利润变化为

20
20 20 2

10 10
10

5( )d (50 5 )d 25050
2

L L q q q q q q           ，

所以，再多生产 10 个单位时，利润将减少 250 万元．

【学生】掌握定积分在经济分析中的应用
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授课时间 第 15 周 课次 第 27 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第七章 微分方程

第一节 微分方程的基本概念

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）掌握函数微分方程的基本概念。

思政育人目标：

由具体问题引出微分的定义，使学生体会到数学是源于生活的，是对实际问题

的抽象产生的，不是脱离实际生活的；引导学生养成独立思考和深度思考的良好习

惯；培养学生的逻辑思维、辩证思维和创新思维能力；树立学生实事求是、一丝不

苟的科学精神；引导学生运用所学知识揭示生活中的奥秘，在实践中深化认识，达

到学以致用的目的。

教学重点及难点：

教学重点：函数微分方程的基本概念

教学难点：函数微分方程的基本概念

应对策略：在教法上采用问题驱动法、引导探究法、讲练结合法，发挥学生的

积极主动性，重类比、迁移。

作业、讨论题、思考题：

习题 7-1 T1 T4

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了常微分方程的基本概念及其应用。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课效果不错，学生学习的积极性很大，这主要是因为在教学过程中带入了实际

问题。数学的抽象性离不开直观形象，将抽象与形象相结合，符合人们认识事物的

习惯与规律，降低了理论学习的难度，有利于学生理性认识与感性认识的结合。
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下节课预习重点：

可分离变量的微分方程

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】在引例中由具体问题引出微分的定义，为微分的应用的做好理论铺垫

例 1（曲线方程） 一曲线通过点 (0 1)， 且在该曲线上任一点 ( )M x y， 处切线

的斜率为 2x，求该曲线的方程．

解 设所求曲线的方程为 ( )y f x ．根据导数的定义，可得

d 2
d
y x
x
 ， （5-1）

即 d 2 dy x x ，

等式两端同时积分得

22 dy x x x C   ，

其中C为任意常数．又因为曲线通过点 (0 1)， ，代入上式，解出 1C  ．

因此，所求曲线方程为

2 1y x  ．

例 2（自由落体运动） 在离地面高度为 0S 处，将一小球以初速度 0V 垂直

上抛，若不计空气阻力，求物体的运动方程，计算物体何时回到原处？

解 设小球的运动方程为 ( )S S t ，如图 5-1 所示建立坐标系．由于小球

仅受重力作用（不计空气阻力），因此其加速度就是重力加速度，由此可

得
2

2

d
d
S g
t

  ， （5-2）

上式中的负号是因为重力方向与选定的正方向相反．对上式两端积分一次

得

1
d
d
S gt C
t
   ， （5-3）

再积分一次得

2
1 2

1
2

S gt C t C    ， （5-4）

其中 1 2C C， 都是任意常数．

由题意可知

0
0

d
d t

S V
t 

 ， 0 0|tS S  ，

将它们分别代入式（5-3）和式（5-4）可得

1 0C V ， 2 0C S ，

即所求物体的运动方程为

2
0 0

1
2

S gt V t S    ．

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习常微

分方程的

基 本 概

念，及其

应用。边

做边讲，

及时巩固

练习，实

现教学做

一体化
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当 0S S 时，可得 0
1 2

2
0

V
t t

g
 ， ，因此，经过 02V

g
秒后，小球回到原处．

图 5-1

例 3（死亡年代的测定） 人体死亡之后，体内 14C 的含量就不断减少．已

知 14C 的衰变速度与当时体内 14C 的含量成正比，试建立任意时刻遗体内

14C 含量应满足的方程．

解 设 t时刻遗体内 14C 的含量为 ( )p p t ，由题意可得

d
d
p kp
t
  (k为常数，且 0k  )，

等式右边的负号表示随着时间 t的增加， ( )p t 在减少．
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解常微分方程的基本概念，并通过例题介绍其应用

定义 1 含有自变量、未知函数以及未知函数导数或微分的方程，称为微分

方程，简称方程．未知函数为一元函数的方程称为常微分方程；未知函数为多

元函数的方程称为偏微分方程．本章只讨论常微分方程．

定义 2 微分方程中所含未知函数导数的最高阶数称为微分方程的阶．

例 1 得到的式（5-1）、例 2 得到的式（5-3）所含未知函数的导数都为一阶导

数，因此，这两个方程为一阶微分方程；例 2 得到的式（5-2）所含未知函数

的导数为二阶导数，因此它是二阶微分方程；而方程 22 3 0y y x    则是三

阶微分方程．

一般地， n阶微分方程记为

( )( ) 0nF x y y y ， ， ， ， ， （5-5）

其中，F 是 2n  个变量的函数，x为自变量，y为 x的未知函数，而 ( )ny y ， ，

依次是未知函数 y的一阶、二阶，， n阶导数．

如果能从式（5-5）中解出最高阶导数，则微分方程还可写为

( ) ( 1)( )n ny f x y y y  ， ， ， ， （5-6）

若微分方程中未知函数 y及其各阶导数 ( )ny y ， ， 都是一次的（且不含交叉乘

积），则称为线性方程，否则称为非线性方程．

定义 3 任何能满足微分方程的函数都称为微分方程的解．如果 n阶微分方程

的解中含有 n个彼此独立的任意常数，则称为方程的通解．通解中的任意常数

确定后，则称其为特解．

定义 4 用来确定任意常数的条件称为初始条件或初值条件．

求一阶微分方程 ( )y f x y  ， 满足初始条件
0 0|x xy y  的特解的问题，称为一

阶微分方程的初值问题，记作

0 0

( )
|x x

y f x y
y y

 
 

， ，

．
（5-7）

微分方程特解的图形是一条曲线，称为微分方程的积分曲线，通解的图形是一

族相互平行的曲线（有无数多条），称为积分曲线族，如图 5-2 所示．

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法
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图 5-2

例 4 验证函数 2
1 2e ex xy C C  （ 1 2C C， 为任意常数）是二阶微分方程

2 0y y y    的解．

证明 因为 2
1 22 e ex xy C C    ，

2
1 24 e ex xy C C   ，

将 y y y ， ， 代入方程 2 0y y y    左边得

2 2 2
1 2 1 2 1 24 e e 2 e e 2 e 2 e 0x x x x x xC C C C C C        ，

因此，函数 2
1 2e ex xy C C  是方程 2 0y y y    的解．

【学生】掌握常微分方程的基本概念
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授课时间 第 16 周 课次 第 28 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第七章 微分方程

第二节 可分离变量的微分方程

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）掌握可分离变量微分方程的解法。

思政育人目标：

由具体问题引出微分的定义，使学生体会到数学是源于生活的，是对实际问题

的抽象产生的，不是脱离实际生活的；引导学生养成独立思考和深度思考的良好习

惯；培养学生的逻辑思维、辩证思维和创新思维能力；树立学生实事求是、一丝不

苟的科学精神；引导学生运用所学知识揭示生活中的奥秘，在实践中深化认识，达

到学以致用的目的。

教学重点及难点：

教学重点：可分离变量微分方程的概念

教学难点：可分离变量微分方程的解法

应对策略：本堂课教学设计采用首尾呼应，从计算文物年代这一实际问题引入

变量分离方程，重点讲授变量分离方程及其解法，然后应用所学数学知识解决文物

年代问题，让学生切实感受常微分方程的根源深扎在各种实际问题之中。同时，文

物年代这一问题给枯燥的数学课堂增加了人文性，渗透思政，提升学生的民族认同

感。

作业、讨论题、思考题：

习题 7-2 T1 T4

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了可分离变量微分方程的基本概念及其应用，可分离变量微分方程的解

法。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课效果不错，学生学习的积极性很大，这主要是因为在教学过程中带入了实际
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问题。数学的抽象性离不开直观形象，将抽象与形象相结合，符合人们认识事物的

习惯与规律，降低了理论学习的难度，有利于学生理性认识与感性认识的结合。

下节课预习重点：

齐次型微分方程、一阶线性微分方程

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解可分离变量微分方程的解法，并通过例题介绍其应用

求解形如
d ( )
d
y f x
x
 的一阶微分方程，就是求函数 ( )f x 的原函数，等式两边直

接积分即可求解．但并不是所有一阶微分方程方程都可以这样直接积分求解，

例如，

d 2
d
y xy
x
 ，

该方程与上面方程不同的是等式右边有未知量 y，而 y恰是我们要求的关

于 x的函数，故无法参与积分．但将该方程改写为

d 2 dy x x
y
 ，

则解决了上述问题，等式两边积分得
2

1ln | |y x C  ．

类似地，还有上一节中例 3 的微分方程
d
d
p kp
t
  (k为常数，且 0k  )，也

不可以直接积分求解，应采用上述方法先变形后再积分．这种变形法称为

分离变量法，可以分离变量的方程称为可分离变量方程．

定义 1 如果一阶微分方程可以化为

( )d ( )dg y y f x x （5-8）
的形式，则称该方程为可分离变量的微分方程．

这类微分方程总能经过简单的代数运算，将不同的变量与微分分离到方程

的两边，具体的解法如下．

第一步：分离变量，将方程化为式（5-8）的形式，使方程两边都仅含一个

变量．

第二步：等式两端积分，可得

( )d ( )dg y y f x x  ．

设 ( )G y 和 ( )F x 分别表示 ( )g y 和 ( )f x 的原函数，C为任意常数，则式（5-8）
的通解为

( ) ( )G y F x C  ． （5-9）

例 1 求微分方程
d 0
d
y xy
x
  的通解．

解 当 0y  时，将方程分离变量，得

d dy x x
y
 ，

两边积分，得

1 d dy x x
y

  ，

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法
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2
1

1ln | |
2

y x C  ，

即

2
1

1
2| | e
x C

y


 ，

所以

2 2
1

1

1 1
2 2e e e
x C xCy


    ．

当 1C 取遍任何实数时， 1eC 取遍了除零以外的任何实数．那么记 1eCC   ，

于是有

21
2e ( 0)
x

y C C  ． （5-11）

显然， 0y  也是原方程的解，那么在式（5-11）中，若 0C  即可以得到 0y 
这个解，因此，方程的通解为

21
2e
x

y C (C为任意常数)．

说明 为方便起见，在以后解微分方程的过程中，如果积分后出现对数，

可以不再详细写出处理绝对值记号的过程，即若已解出

1ln | | ( )y f x C  ，

则可以立即写出 ( )e f xy C ．
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教 学 内 容
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知识

讲解

30M

例 2 求
2

0

d e
d

| 0

x y

x

y
x
y





 

 

，
的解．

解 方程 2d e
d

x yy
x

 是一个可分离变量的微分方程，分离变量后得

2e d e dy xy x ，

两边积分得

21e e
2

y x C  ．

代入初始条件 0| 0xy   ，解得
1
2

C  ，所以满足初值问题的特解为

21e (e 1)
2

y x  ．

说明 这个解是方程的隐式解，这里没有必要解出 y．实际上，有些方程只能

得到隐式解．

例 3 求解微分方程 2 2( 1)d ( 1)d 0x y x y x y    ．

解 由式（5-10）可知，这是一个可分离变量的微分方程，分离变量后得

2 2d d
1 1

y xy x
y x

 
 

，

两边积分得

2 2ln | 1| ln | 1| ln | |y x C     ，

即

2 2( 1)( 1)y x C   ．

例 4 设 ( )p x 为连续函数，求解微分方程
d ( ) 0
d
y p x y
x
  ．

解 这是一个可分离变量的微分方程．当 0y  时，分离变量后，得

d ( )dy p x x
y
  ，

两边积分得

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法
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课堂

测验

10M

课堂

小结

5M

1ln | | ( )dy p x x C   ，

即

( )d
e

p x x
y C

 ． （5-12）

这里把 ( )dp x x 看成是 ( )p x 的一个确定的原函数，不含积分常数．同时，

在式（5-12）中，若 0C  ，则 0y  ，仍然是原方程的解，因此式（5-12）
是方程的通解．

【学生】掌握可分离变量微分方程的解法

【学生】理解曲率圆与曲率半径

【教师】出几道测试题目，测试一下大家的学习情况

【学生】做测试题目

【教师】公布题目正确答案，并演示解题过程

【学生】核对自己的答题情况，对比答题思路，巩固答题技巧

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了常微分方程的基本概念及其应用，可分离变量微分方程的解法。课

后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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授课时间 第 16 周 课次 第 29 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第七章 微分方程

第三节 齐次方程

第四节 一阶线性微分方程

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）掌握齐次型微分方程的定义和解法；

（2）掌握一阶线性微分方程的定义和解法。

思政育人目标：

在介绍一阶线性微分方程的常数变易法时，在学生体会到这种方法简单明了的

同时，介绍该方法的产生却是拉格朗日十一年的研究成果，体现了科学家们在追求

真理、 探求知识过程中的宝贵工匠精神。由此教育学生在学习任何知识时都不能

急于求成，要有不怕困难、勇往直前的勇气与斗志。

教学重点及难点：

教学重点：齐次型微分方程和一阶线性微分方程的定义

教学难点：齐次型微分方程和一阶线性微分方程的解法

应对策略：一阶线性微分方程的求解一般采用常数变异法，通过常数变易法，

可求出一阶线性微分方程的通解：先求解一阶线性非齐次微分方程所对应的齐次方

程，将所得通解中的常数变为一个未知函数。为了求出这个未知函数，将该含有未

知函数的解代入原方程解出这个未知函数，从而得到原方程的通解。

作业、讨论题、思考题：

习题 7-3 T1 T2

习题 7-4 T1 T3

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了齐次型微分方程和一阶线性微分方程的相关知识及其应用。课后大家

要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课发现部分学生缺乏练习，无法将所学知识很好地应用到题目中。在今后的教
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学中应更加注重课堂练习环节的作用，将其与平时成绩紧密结合，让学生自主参与，

消除学生的惰性，培养学生良好的学习习惯。

下节课预习重点：

可降阶的微分方程、二阶线性微分方程解的结构

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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教 学 内 容

方法及
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知识

讲解

45M

【教师】讲解齐次型微分方程，并通过例题介绍其应用

定义 2 一阶微分方程
d ( )
d
y f x y
x
 ， 中，若 ( )f x y， 能写成

y
x
的函数，即

( ) yf x y
x

    
 

， ，

则称

d
d
y y
x x

    
 

（5-13）

为齐次型微分方程，简称齐次方程．

齐次方程
d
d
y y
x x

    
 

不是可分离变量的微分方程，通过变量代换，可变成

关于新变量的可分离变量的微分方程．下面我们来讨论具体的解法．

令
yu
x

 ，则有 y ux ，因此，

d d
d d
y uu x
x x
  ，

代入式（5-13）中得

d ( )
d
uu x u
x

  ，

再分离变量可得

d 1 d
( )
u x

u u x



，

两边积分，得

d 1 d
( )
u x

u u x


  ．

求出积分后，再以
y
x
代替 u，就可以得齐次方程（5-13）的通解．

例 5 求微分方程 (ln ln )xy y y x   的通解．

解 将方程整理后得

d ln
d
y y y
x x x
 ，

这是一个齐次方程，令
yu
x

 ，则方程可化为

d ln
d
uu x u u
x

  ，

分离变量后得

d 1 d
(ln 1)

u x
u u x




，

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习齐次

型微分方

程。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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积分得

ln | ln 1| ln | | ln | | ( 0)u x C C    ，

于是有

ln 1u Cx  ，

1e ( 0)Cxu C  ，

代回原变量
yu
x

 得原方程的解为

1e ( 0)Cxy x C  ．

当ln 1 0u   时， ey
x
 ，即 ey x 也是原方程的解．此解可从上述解中取 0C 

得到．因此，

1eCxy x  (C为任意常数)
是原方程的通解．

例 6 求方程 2 2d d
d d
y yx y xy
x x
  通解．

解 将方程整理后得

2

2 2

2

d
d 1

y
y y x

yx xy x
x

 
 

．

令
yu
x

 ，将
d d
d d
y uu x
x x
  代入上式，得

2d
d 1
u uu x
x u

 


，

即

d
d 1
u ux
x u



，

分离变量得

1 11 d du x
u x

   
 

，

积分得

1ln | | ln | |u u x C   ，

即

1ln | |xu u C  ．

将
yu
x

 代入得

1ln | | yy C
x

  ，

即

e
y
xy C ．
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40M

【教师】讲解一阶线性微分方程，并通过例题介绍其应用

定义 3 形如

d ( ) ( )
d
y P x y Q x
x
  （5-14）

的方程称为一阶线性微分方程（因为它对于未知函数 y及其导数 y是一次

方程），其中 ( )P x ， ( )Q x 是 x的已知连续函数．

当 ( ) 0Q x  时，式（5-14）称为一阶线性非齐次微分方程， ( )Q x 称为自由

项或非齐次项．当 ( ) 0Q x  时，式（5-14）变为

d ( ) 0
d
y P x y
x
  ， （5-15）

称为对应于式（5-14）的一阶线性齐次微分方程．

下面讨论一阶线性微分方程的解法．通过本节例 4 可知一阶线性齐次微分

方程即式（5-15）的通解为

( )d
e

P x x
y C

 ． （5-16）

显然，它不是线性非齐次方程即式（5-14）的解．这两个方程的区别在于

式（5-14）的右端为自由项 ( )Q x ．因此，可以设想将齐次方程通解中的常数

C换成 x的未知函数 ( )u x ，即

( )d
( )e

P x x
y u x

 ， （5-17）

则有可能为式（5-14）的解．将
( )d

( )e
P x x

y u x
 及其导数

( )d ( )dd ( )e ( ) ( )e
d

P x x P x xy u x u x P x
x

   

代入式（5-14）中得

( )d ( )d ( )d
( )e ( ) ( )e ( ) ( ) )e (

P x x P x x P x x
u x u x P x u x P x Q x

      ，

化简得
( )d

( ) ( )e
P x x

u x Q x   ，

积分后得

( )d
( ) [ ( ]d)e

P x x
u x Q xx C  ，

再代入式（5-17），便可得非齐次线性方程即式（5-14）的通解为

( )d ( )d
e ( )e d

P x x P x x
y Q x x C

       （5-18）

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法
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课堂

小结

5M

或

( )d ( )d( )d
e ( ) de e

P x x P x xP x x
y C Q x x

     ． （5-19）

式（5-19）等号右端第一项恰好是齐次线性方程即式（5-15）的通解，第

二项是非齐次方程即式（5-14）的一个特解（式（5-18）中令 0C  ）．由

此可知：

一阶线性非齐次微分方程的通解等于该方程的一个特解及与其对应的线

性齐次微分方程的通解之和．这就是一阶线性非齐次微分方程通解的结

构．

上面所采用的方法，即将齐次方程的通解中的任意常数项 C换成 x的未知

函数代入方程，求非齐次方程通解的方法，称为常数变易法．用常数变异

法求解非齐次线性方程通解的步骤如下：

（1）先求对应齐次方程的通解
( )d

e
P x x

y C
 ；

（2）将齐次方程的通解中的常数 C 换成 x 的未知函数 ( )u x ，并把
( )d( )e P x xy u x  代入非齐次方程求出 ( )u x ，然后写出非齐次方程的通解．

例 7 求方程
d cos
d
y y x
x x x
  的通解．

解法一 常数变易法．

先求
d 0
d
y y
x x
  的通解，当 0y  时，分离变量得

d dy x
y x
  ，

两边积分得

ln | | ln | | ln | |y x C   ，

其中C为非零任意常数，化简得

Cy
x

 ．

由于 0y  也是该方程的解，可由上式 0C  得到，所以齐次方程的通解就

是

Cy
x

 ，

其中C为任意常数．

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了齐次型微分方程和一阶线性微分方程的相关知识及其应用，了解了

伯努利方程。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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授课时间 第 16 周 课次 第 30 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第七章 微分方程

第五节 可降阶的高阶微分方程

第六节 高阶线性微分方程

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）掌握可降阶的微分方程的解法；

（2）理解二阶线性微分方程解的结构。

思政育人目标：

通过学习可降阶的微分方程的解法和二阶线性微分方程解的结构，培养学生的

逻辑思维、辩证思维和创新思维能力；引导学生养成独立思考和深度思考的良好习

惯；树立学生实事求是、一丝不苟的科学精神。

教学重点及难点：

教学重点：二阶线性微分方程解的结构

教学难点：可降阶的微分方程的解

应对策略：对于二阶及二阶以上的微分方程(即高阶微分方程)，原则上讲，可

以通过适当的变量替换化成低阶的方程来求解。

作业、讨论题、思考题：

习题 7-5 T1 T5

习题 7-6 T2 T4

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了齐次型微分方程和一阶线性微分方程的相关知识及其应用，了解了伯

努利方程。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课效果不错，通过复习测验，发现学生对于本章知识都掌握的不错，只出现了

一些小问题。教师对学生进行了鼓励，并针对出现的小问题进行了讲解，排除了学

生的学习隐患。
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下节课预习重点：

常系数齐次线性微分方程

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】引入降阶求解高阶微分方程的概念

二阶及二阶以上的微分方程统称为高阶微分方程．

求解高阶微分方程的方法之一就是降阶，若高阶微分方程可降为一阶微分

方程，那么就可以应用前面所介绍的方法去求解．

设二阶微分方程

( )y f x y y  ， ， ，

其中 f 为含有 x y y， ， 三个变量的函数．

本节中主要介绍三类可降阶的二阶微分方程的解法．

【教师】讲解降阶求解 ( )y f x  型方程的方法，并通过例题介绍其应用

( )y f x  型方程的特点是等式右端只是 x的函数，不出现 y及 y．

令 ( )y P x  ，则
d
d
Py
x

  ．于是原方程可降为一阶微分方程

d ( )
d
P f x
x
 ，

等式两边积分可得

1)
d

)dd ( (P x f x xy
x

C   ，

再积分一次，可得原方程的通解为

2 1 2( )d ( )d dy P x x C f x x C x C         ，

其中 1 2C C， 为任意常数．

例 1 求微分方程 siny x x  的通解．

解 对原方程两边关于 x积分一次，可得

2
1

1(sin )d cos
2

y x x x x x C       ，

再积分一次，得原方程的通解

2
2

3
1 1d si1 1cos

2 6
nx x C x Cy x x x C       





  ，

其中 1 2C C， 为任意常数．

【教师】讲解降阶求解 ( )y f x y  ， 型方程的方法，并通过例题介绍其应用

( )y f x y  ， 型方程的特点是等式右端未明显包含变量 y．如果令 ( )y P x  ，

则
d
d
Py
x

  ，代回原方程，得

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习可降

阶的微分

方程的解

法。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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d ( )
d
P f x P
x
 ， ，

这是一个关于变量 P，x的一阶微分方程，可按一阶微分方程的解法求解．设

其求得的通解为

1( ) ( )P x x C ， ，

即

1
d ( )
d
y x C
x

 ， ，

等式两边积分一次，即可求得原方程的通解

1 2( )dy x C x C  ， ，

其中 1 2C C， 为任意常数．

例 2 求微分方程
1 2
yy
x


 


．

解 原方程中不显含 y，故设 ( )y P x  ，则 y P  代入原方程，得

d
d 1 2
P P
x x



．

这是一阶微分方程，分离变量可得

d d
1 2

P x
P x




，

等式两端积分，解得

1
2

0 (1 2 )P C x  ，

即
1
2

0 (1 2 )y C x   ，

再将上式两边积分得
3
2

1 2 1 0
1(1 2 )
3

y C x C C C     
 

，

其中 1 2C C， 为任意常数．

【教师】讲解降阶求解 ( )y f y y  ， 型方程的方法，并通过例题介绍其应用
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( )y f y y  ， 型方程的特点是等式右端不明显包含自变量 x．同样采用变

量替换的方法，令 ( )y P y  ，由复合函数求导法则有

d d d d( )
d d d d

P y Py y P
x y x y

     ，

代入原方程得

d ( )
d
PP f y P
y
 ， ．

这是一个关于 y P， 的一阶微分方程，若能求出其通解 1( )P y C ， ，即

1
d ( )
d
y y C
x

 ， ，

则可分离变量得

1

d d
( )
y x

y C


，
，

两边积分，可得原方程的通解

2
1

d
( )
y x C

y C
  ，

，

其中 1 2C C， 为任意常数．

例 3 求微分方程 2 0yy y   的通解．

解 方程不明显包含自变量 x，故设 ( )y P y  ，则
d
d
Py P
y

  ，代入原方程，

得

2d 0
d
PyP P
y
  ．

当 0y  ， 0P  时，变量分离可得

d dP y
P y

 ，

两边积分得

0ln | | ln | |y CP   ，

再次分离变量并积分解得

1 2ln | |y C x C  ，

整理得

1 2
2 2e ( e )C x Cy C C    ．

1
2e

C xy C ( 1 2C C， 为任意常数)．
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

30M

【教师】讲解二阶线性微分方程解的结构

定义 1 形如

( ) ( ) ( )y p x y q x y f x    （5-22）

的微分方程称为二阶线性微分方程．其中 ( ) ( ) ( )p x q x f x， ， 为定义在某区间

I 上的连续函数，若 ( ) 0f x  ，则称方程是非齐次方程，若 ( ) 0f x  ，则方程

（5-22）变为

( ) ( ) 0y p x y q x y    ， （5-23）

它称为对应于（5-22）的齐次方程， ( )f x 称为自由项．

本节将讨论方程（5-22）及（5-23）解的基本性质，并将这些性质推广到 n阶

线性微分方程

( ) ( 1) ( 2)
1 2( ) ( ) ( ) ( )n n n

ny p x y p x y p x y f x      （5-24）

【教师】讲解二阶齐次线性微分方程解的结构，并通过例题介绍其应用

定理 1 设 1 2( ) ( )y yx x， 都是方程（5-23）的解，则 1 1 2 2C y C y 也是该方程的

解，其中 1 2C C， 为任意常数．

证明 因为 1 2( ) ( )y yx x， 都是方程（5-23）的解，将 1 1 2 2C y C y 代入方程（5-23）

可得

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2   ( ) ( )( ) ( )( )C y C y p x C y C y q x C y C y      

1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ] 0[C y p x y q x y C y p x y q x y         ．

故 1 1 2 2C y C y 也是方程（5-23）的解．

注：（1）此定理说明齐次线性方程的解符合叠加原理．

（2） 1 1 2 2C y C y 称为 1y 与 2y 的线性组合．

（3） 1 1 2 2C y C y 虽然含有两个任意常数，但它未必为方程（5-23）的通解．

定义 2 设 1 2( ) ( ) ( )nx x xy y y， ， ， 为定义在某区间Ｉ上的 n个函数，如果存

在 n个不全为零的常数 1 2 nk k k， ， ， ，使得 x I  时，恒有等式

1 1 2 2( ) ( ) ( ) 0nnx xk y k y k y x   
成立，则称这 n个函数在区间Ｉ上线性相关，否则称为线性无关．

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法
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例 1 讨论下列函数的线性相关性：

（1） 2 21 cos sinx x， ， ； （2） 21 x x，， ．

证明 （1）因为 x R ，只需取 1 2 31 1k k k   ， ，就有
2 21 cos sin 0x x   ，

故 2 21 cos sinx x， ， 在R 上线性相关．

（2）对 21 x x， ， 而言，如果 1 2 3k k k， ， 不全为 0，则在区间 ( )a b， 内至多

存在两个点，使得

2
1 2 3 0k k x k x   ．

要使上式恒等于 0，则必须 1 2 3 0k k k   ，故 21 x x， ， 在任意区间 ( )a b， 内

部线性无关．

特别地，对两个函数而言， 1 2y y， 线性相关的充要条件是 1

2

y
y

k ( k为非零

常数)．由此我们可以得到以下的结论．

定理 2 如果 1 2( ) ( )y yx x， 是方程（5-23）的两个线性无关的解，则线性组

合 1 1 2 2C y C y （ 21C C， 为任意常数）是该方程的通解．

证明 由定理 1 可知 1 1 2 2C y C y 是方程（5-23）的解，又由于 1 2( ) ( )y yx x，

线性无关，故 1 2( ) ( )x ky y x ，即 1C ， 2C 两个任意常数不能合并，是相互

独立的，故线性组合 1 1 2 2C y C y 是方程（5-23）的通解．

推论 1 设 1 2( ) ( ) ( )nx x xy y y， ， ， 是 n阶线性方程（5-24）的 n个线性无关

的解，则此方程的通解为

1 1 2 2 n ny C y C y C y    ，

其中， 1 2 nC C C， ， ， 为任意常数．

【教师】讲解二阶非齐次线性微分方程解的结构，并通过例题介绍其应用

定理 3 设 ( )y x 是方程（5-22）的一个特解， ( )Y x 是对应的齐次方程（5-23）

的通解，则 ( ) ( )y Y x y x  是非齐次方程（5-22）的通解．

证明 将 ( ) ( )y Y x y x  代入方程（5-22）得

   ( ) ( )( ) ( )( )Y y p x Y y q x Y y        

[ ( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ] 0 ( ) ( )Y p x Y q x Y y p x y q x y f x f x             故

( ) ( )y Y x y x  是方程（5-22）的解，且 ( )Y x 中含有 2 个独立的任意常数，

故 y是方程（5-22）的通解．

推论 2 设 ( )y x 是 n阶线性非齐次方程

( ) ( 1)
1 ( )n n

ny p y p y f x    （5-25）

的特解， ( )Y x 是对应的齐次方程

( ) ( 1)
1 0n n

ny p y p y   

的通解，则 ( ) ( )y Y x y x  是方程（5-25）的通解．
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课堂

测验

10M

课堂

小结

5M

推论 3 设 1( )y x 和 2 ( )y x 是方程（5-22）的两个解，则 1 2( ) ( )y y x y x  是

对应齐次方程（5-23）的通解．

推论 4 设非齐次方程（5-22）右端 ( )f x 是几个函数之和，不妨设

1 2( ) ( ) ( ) ( )y p x y q x y f x f x     ， （5-26）

而 1y
 与 2y

 分别是方程

1( ) ( ) ( )y p x y q x y f x   

和

2( ) ( ) ( )y p x y q x y f x   

的特解，则 1 2y y y   是方程（5-26）的特解．

证明 将 1 2y y y   代入方程（5-26）得

1 2 1 2 1 2  ( ) ( )( ) ( )( )y y p x y y q x y y            

1 1 1 2 2 2 1 2[ ( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ] ( ) ( )y p x y q x y y p x y q x y f x f x               

故 1 2y y y   是方程（5-26）的特解．

这个定理说明非齐次线性方程的解符合叠加原理，并可推广到 n阶非齐次

线性方程．

【教师】出几道测试题目，测试一下大家的学习情况

【学生】做测试题目

【教师】公布题目正确答案，并演示解题过程

【学生】核对自己的答题情况，对比答题思路，巩固答题技巧

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了齐次型微分方程和一阶线性微分方程的相关知识及其应用，了解了

伯努利方程。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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授课时间 第 17 周 课次 第 31 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第七章 微分方程

第七节 常系数齐次线性微分方程

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）掌握二阶常系数齐次线性微分方程的求解方法。

思政育人目标：

通过学习二阶常系数线性微分方程的解法，培养学生的逻辑思维、辩证思维和

创新思维能力；引导学生养成独立思考和深度思考的良好习惯；树立学生实事求是、

一丝不苟的科学精神。

教学重点及难点：

教学重点：二阶常系数齐次线性微分方程的概念

教学难点：二阶常系数齐次线性微分方程的求法

应对策略：若系数和变量无关，都为常数，即为常系数二阶线性齐次微分方程，

要求解这个方程，可以先求出它的两个线性无关的特解，再由解的叠加原理得到通

解。

作业、讨论题、思考题：

习题 7-7 T1 T4

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了二阶常系数齐次线性微分方程的相关知识及其应用，了解了伯努利方

程。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课效果不错，学生积极提问，并主动与老师交流。我在课堂教学中认识到，只

有主动与学生共同探讨学习中的问题，并以交流、合作、商讨的口气与学生交流心

得、体会，才能使学生“亲其师，信其道”，遇到什么问题都愿意与老师讲，寻求

老师的帮助。
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下节课预习重点：

常系数非齐次线性微分方程

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

45M

【教师】讲解二阶常系数齐次线性微分方程的求解方法，并通过例题介绍其应用

由上节课学习的定理 2 知，要解出方程（5-28）的通解，只要找出其两个线性

无关的特解即可．由于方程（5-28）的左端是 y，y及 y的线性关系式，且 p，

q都是常数，要使 y， py， qy三项之和为零，那么 y， y， y应该是同

一类型的函数．而指数函数 erxy  与其各阶导数只相差一个常数因子，因此

可猜想方程（5-28）具有 erxy  （ r 为待定常数）形式的解．下面将 erxy  代

入方程（5-28），看看 r 应该满足什么条件．

对 erxy  求一阶、二阶导数得

erxy r  ， 2erxy r  ，

把 y， y， y代入方程（5-28）得

2( )e 0rxr pr q   ，

由于 e 0rx  ，故有

2 0r pr q   ． （5-29）

这表明，只要 r 是代数方程（5-29）的根，那么 erxy  就是微分方程（5-28）

的解．代数方程（5-29）称为微分方程（5-28）的特征方程，特征方程的

根称为特征根．这样就把求微分方程解的问题转化为求特征方程根的问

题．

根据特征方程（5-29）的根

2

1 2
4

2
p p q

r
  

，

有相异实根、重根、共轭复根 3 种情形，现分别进行如下讨论．

（1）当 2 4 0p p  时，特征方程有两个相异的实根 1 2r r， ，此时微分方程

（5-28）对应的两个特解为 1 2
1 2e er x r xy y ， ．因为

1
1 2

2

( )1

2

e e
e

r x
r r x

r x

y
y

 

不是常数，故 1y ， 2y 线性无关，方程（5-28）的通解为

1 2
1 2e er x r xy C C  ．

（2）当 2 4 0p q  时，特征方程有两个相等的实根，记为
2
pr   ，这时

可得方程（5-28）的一个特解 1 erxy  ．但还需要再找另一个与 1y 线性无关

的特解 2y ，即 2

1

y
y

常数．故可设 2 1( ) ( )erxy u x y u x  ，其中 ( )u x 为待定函

数．

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法

学习二阶

常系数齐

次线性微

分方程的

求 解 方

法。边做

边讲，及

时巩固练

习，实现

教学做一

体化
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假设 2y 是方程（5-28）的解，且

2 e ( )rxy u ru   ，

2
2 e ( 2 )rxy u ru r u     ，

将 2 2 2y y y ， ， 代入方程（5-28），可得

2e [( 2 ) ( ) ] 0rx u ru r u p u ru qu        ．

因为 e 0rx  ，故有

2(2 ) ( ) 0u r p u r pr q u       ，

又因为
2
pr   为特征根，即

2 0r p  ， 2 0r pr q   ，

故有 0u  ．

简单起见，取特解u x ，则 2 1 erxy xy x  是方程（5-28）的与 1y 线性无关

的一个特解，故方程（5-28）的通解为

1 2( )e rxy C C x  ( 1 2C C， 为任意常数)．

（3）当 2 4 0p q  时，特征方程（5-29）有一对共轭复根，设为

1 2i ir r      ， ，

其中
24

2 2
q pp 


  ， ，这时微分方程（5-28）有两个复数解，即

( i ) ( i )
1 2e ex xy y     ， ．

而实际常用的是实数形式的解，因此还需对上述两个特解做一些处理．应

用欧拉公式 e cos sini i    ，可将 1 2y y， 变形为为

( i ) i
1 e e e (cos isin )x x x xy x x           ，

( i ) i
2 e e e (cos isin )x x x xy x x           ．

记 1 1 2
1 ( ) e cos
2

xy y y x    ， 2 1 2
1 ( ) e sin
i2

xy y y x    ，由 5.4 节的定

理 1 知 1 2y y， 都是微分方程（5-28）的解，且

1

2

e cos tan
e sin

x

x

y x x
y x





 


  ，

不是常数，故 1y 和 2y 线性无关，因此方程（5-28）的通解为

1 1 2 2 1 2e ( cos sin )xy C y C y C x C x      ．
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课时

分配
教 学 内 容

方法及

手段

知识

讲解

30M

课堂

测验

15M

综上所述，求解二阶常系数齐次线性方程通解的步骤及结论如下：

（1）写出对应的特征方程 2 0r pr q   ；

（2）求出特征方程的根 1 2r r， ；

（3）根据两个特征根的不同情形，写出微分方程（5-28）的通解，如表

5-1 所示．

表 5-1

特征方程 2 0r pr q   的根 方程 0y py qy    的通解

两个不等实根： 1 2r r 1 2
1 2e er x r xy C C 

两个相等实根： 1 2r r 1 2( )e rxy C C x 

一对共轭复根： ir    1 2e ( cos sin )xy C x C x   

例 1 求微分方程 5 6 0y y y    的通解．

解 特征方程为 2 5 6 0r r   ，解出特征根 1 22 3r r ， ，故所求微分方

程的通解为

2 3
1 2e ex xy C C  ( 1 2C C， 为任意常数)．

例 2 求微分方程 4 4 0y y y    满足初始条件 0 0| 1 | 0x xy y  ， 的特

解．

解 先求出通解，再求满足初始条件的特解．

特征方程为 2 4 4 0r r   ，特征根为二重根 2r  ，故微分方程的通解为

2
1 2( )e xy C C x  ．

代入 0| 1xy   ，求得 1 1C  ；因为

2 2 2
2 2 222(1 )e e (e )2 2x x xC C C Cy x x      ，

代入 0| 0xy   ，求得 2 2C   ．故微分方程满足题中初始条件的特解为

2(1 2 )e xy x  ．

例 3 求微分方程 2 5 0y y y    的通解．

解 特征方程为 2 2 5 0r r   ，求解得共轭复根为

1 2
2 i 20 4 1 i2

2
r   

   ， ，

即 1 2   ， ，故原方程的通解为

1 2e ( cos 2 sin 2 )xy C x C x  ．

【教师】出几道测试题目，测试一下大家的学习情况

【学生】做测试题目

【教师】公布题目正确答案，并演示解题过程

【学生】核对自己的答题情况，对比答题思路，巩固答题技巧

讲授法、

问答法、

讨论法、

演示法、

实践法



225

【教师】讲解二阶常系数线性非齐次微分方程的求解方法，并通过例题讲解介绍其应

用

1． (( )) e x
nf xx P  型

当 (( )) e x
nf xx P  时，方程（5-27），变为

( e) x
ny py qy xP     ， （5-30）

其中 是常数， ( )nP x 为关于 x的 n次多项式

1
0 1 1( ) n n

nn nx a x a x a x aP 
     ．

在前面的讨论中已知， y， y， y为相同形式的函数，同理，在方程（5-30）

中， y， y， y也应该与方程右端的形式一致．故假设方程（5-30）有形如

( )e xy Q x   （5-31）

的特解，其中 ( )Q x 为某个多项式（次数待定）．将

( )e xy Q x   ，

[ ( ) ( )]e xy Q x Q x    ，

2[ ( ) 2 ( ) ( )]e xy Q x Q x Q x       ，

代入方程（5-30）中，整理可得

2( ) (2 ) ( ) ( ) ( ) ( )nQ x p Q x p q Q x P x         （5-32）

这表明，若 ( )e xy Q x   是方程（5-30）的解，则 ( )Q x 必然是方程（5-32）

的解．因此，可以通过方程（5-32）的解 ( )Q x ，进而确定 y ．由于方程（5-32）

的右端为 n次多项式，故 ( )Q x 也应该是多项式．对于多项式 ( )Q x ，其次数

及系数就是我们要确定的．下面分情况讨论 ( )Q x 的次数及系数．

( )Q x 的系数与 有关．
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授课时间 第 17 周 课次 第 32 次课

授课方式

（请打√）
理论课 讨论课□ 实验课□ 习题课□ 其他□

课时

安排
2

授课题目（教学章、节或主题）： 第七章 微分方程

第八节 常系数非齐次线性微分方程

教学目的与要求：

知识技能目标：

（1）掌握二阶常系数线性非齐次微分方程的求解方法。

思政育人目标：

通过学习二阶常系数非齐次线性微分方程的解法，培养学生的逻辑思维、辩证

思维和创新思维能力；引导学生养成独立思考和深度思考的良好习惯；树立学生实

事求是、一丝不苟的科学精神。

教学重点及难点：

教学重点：二阶常系数非齐次线性微分方程的概念

教学难点：二阶常系数非齐次线性微分方程的求法

应对策略：根据二阶常系数非齐次线性微分方程的类型总结方法，注重学习过

程中的总结与归纳。

作业、讨论题、思考题：

习题 7-8 T1 T3

课后小结：

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了二阶常系数非齐次线性微分方程的相关知识及其应用，了解了伯努利

方程。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点

教学反思

本节课效果不错，学生积极提问，并主动与老师交流。我在课堂教学中认识到，只

有主动与学生共同探讨学习中的问题，并以交流、合作、商讨的口气与学生交流心

得、体会，才能使学生“亲其师，信其道”，遇到什么问题都愿意与老师讲，寻求

老师的帮助。
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下节课预习重点：

参考文献：

【1】同济大学应用数学系，《高等数学》，高等教育出版社，2023.

【2】北京大学出版社，《大学数学应用教程》，仉志余，2005.

【3】华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，2001.
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【教师】讲解二阶常系数线性非齐次微分方程的求解方法，并通过例题讲解介绍其应

用

1． (( )) e x
nf xx P  型

当 (( )) e x
nf xx P  时，方程（5-27），变为

( e) x
ny py qy xP     ， （5-30）

其中 是常数， ( )nP x 为关于 x的 n次多项式

1
0 1 1( ) n n

nn nx a x a x a x aP 
     ．

在前面的讨论中已知， y， y， y为相同形式的函数，同理，在方程（5-30）

中， y， y， y也应该与方程右端的形式一致．故假设方程（5-30）有形如

( )e xy Q x   （5-31）

的特解，其中 ( )Q x 为某个多项式（次数待定）．将

( )e xy Q x   ，

[ ( ) ( )]e xy Q x Q x    ，

2[ ( ) 2 ( ) ( )]e xy Q x Q x Q x       ，

代入方程（5-30）中，整理可得

2( ) (2 ) ( ) ( ) ( ) ( )nQ x p Q x p q Q x P x         （5-32）

这表明，若 ( )e xy Q x   是方程（5-30）的解，则 ( )Q x 必然是方程（5-32）的

解．因此，可以通过方程（5-32）的解 ( )Q x ，进而确定 y ．由于方程（5-32）

的右端为 n次多项式，故 ( )Q x 也应该是多项式．对于多项式 ( )Q x ，其次数及

系数就是我们要确定的．下面分情况讨论 ( )Q x 的次数及系数．

( )Q x 的系数与 有关．

（1）若  不是特征方程 2 0p q    的根，即 2 0p q    ，则方程

（5-32）中，左端多项式的最高次幂出现在 ( )Q x 中。
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讨论法、

演示法、

实践法
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习，实现

教学做一

体化



229

（2）若 是特征方程 2 0p q    的实单根，即满足

2 0
2 0

p q
p

 


   


 

，

，

此时，方程（5-32）可简化为

( ) (2 ) ( ) ( )nQ x p Q x P x    ．

此时 ( )Q x 与 ( )nP x 的次数相同，故 ( )Q x 应为 1n  次多项式，为使讨论的形式

简化，我们设 ( ) ( )nQ x xQ x ．

（3）若 是特征方程 2 0p q    的实重根，即满足

2 0
2 0

p q
p

 


   


 

，

，

此时，方程（5-32）变为

( ) ( )nQ x P x  ，

故 ( )Q x 应为 2n  次多项式，不妨设

2( ) ( )nQ x x Q x ．

综上所述，特解 y 和的关系可以统一表示为

( )ek x
ny x Q x   ，

其中 ( )nQ x 是与 ( )nP x 同次的多项式， k根据  不是特征根、是实单根、是实

重根分别取 0，1 或 2，如表 5-2 所示．

表 5-2

 k y

 不是特征根 0 ( )e x
ny Q x  

 是实单根 1 ( )e x
ny xQ x  

 是实重根 2 2 ( )e x
ny x Q x  

说明 以上结论可推广到 n阶常系数非齐次线性微分方程． k是特征方程

中特征根 的重复次数．

例 1 求方程 24 4 3 e xy y y x     的通解．

解 对应的特征方程为 2 4 4 0r r   ，特征根 1 2 2r r   ，故对应的齐次

方程的通解为
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2
1 2( )e xY C C x   ．

因为 2( ) 3 e xf x x  ，所以 2 1n   ， ；又因为 2   是特征方程的二重根，

故 2k  ，即可设 2 2( )e xy x ax b   ．

因为

2 3 2e [ 2 (3 2 ) 2 ]xy ax a b x bx       ，

2 3 2e [4 ( 12 4 ) (6 8 ) 2 ]xy ax a b x a b x b         ，

代入原方程，整理得

6 2 3ax b x  ，

解得

1 0
2

a b ， ，

于是有

3 21 e
2

xy x  ，

故原方程的通解为

2 3 2
1 2

1( )e e
2

x xy Y y C C x x       ．

例 2 求方程 2 3 2 1y y y x     的通解．

解 对应的特征方程为 2 2 3 0r r   ，特征根 1 21 2 1 2r i r i   ， ，故

对应的齐次方程的通解为

1 2e ( cos 2 sin 2 )xY C x C x  ．

因为 ( ) 2 1f x x  ，所以 0 1n  ， ．又因为 0  不是特征根，故 0k  ，

即可设 y ax b   ．因 0y a y   ， ，代入原方程，整理得

3 2 3 2 1ax a b x    ，

比较方程两边同次幂（同类项）系数得

2 7
3 9

a b ， ，

于是有
2 7
3 9

y x   ，故原方程的通解为

*
1 2

2 7e ( cos 2 sin 2 )
3 9

xy Y y C x C x x      ．

2． [ ( )co( ) ( ) ine s s ]n
x

l x xf x P x xP   型

当 [ ( )co( ) ( ) ine s s ]n
x

l x xf x P x xP   时，方程（5-27）变为

[ ( )cose ( )sin ]l n
x x x x xP Py py qy       ，

[ ( )cose ( )sin ]l n
x x x x xP Py py qy       ，

其中  ， 是常实数， ( ) ( )nlP Px x， 分别为关于 x的 l n， 次多项式．

对于这一类型，可以利用欧拉公式及前面的求解方法求解．假设
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2． [ ( )co( ) ( ) ine s s ]n
x

l x xf x P x xP   型

当 [ ( )co( ) ( ) ine s s ]n
x

l x xf x P x xP   时，方程（5-27）变为

[ ( )cose ( )sin ]l n
x x x x xP Py py qy       ，

其中  ， 是常实数， ( ) ( )nlP Px x， 分别为关于 x的 l n， 次多项式．

对于这一类型，可以利用欧拉公式及前面的求解方法求解．假设

e [ ( )cos ( )sin ]k xy x A x x B x x    

是方程的特解，其中 ( ) ( )A x B x， 是 x的m次多项式， max( )m l n ， ，k根

据 i  不是特征根、是特征根分别取 0，1，如表 5-3 所示．

表 5-3

i  k y

不是特征根 0 e [ ( )cos ( )sin ]xy A x x B x x    

是特征根 1 e [ ( )cos ( )sin ]xy x A x x B x x    

说明 以上结论可推广到 n阶常系数非齐次线性微分方程， k是特征方程

中含根 i  的重复次数．

例 3 求方程 cos 2y y x x   的通解．

解 对应的特征方程为 2 1 0r   ，特征根 1 2 ir  ， ，故对应的齐次方程的

通解为

1 2cos sinY C x C x  ．

因为 ( ) cos 2f x x x ，所以

0 2 ( ) ( ) 0 max( ) 1l nP x x P x m l n      ， ， ， ， ， ．又因为 i 2i   

不是特征根，故 0k  ，即可设

( )cos 2 ( )sin 2y ax b x cx d x     ，

代入原方程，整理得

( 3 3 4 )cos 2 (3 3 4 )sin 2 cos 2ax b c x cx d a x x x       ，

因此得方程组

3 1
3 4 0
3 0
3 4 0

a
b c
c
d a

 
  
 
  

，

，

，

，

解得
1 40 0
3 9

a b c d    ， ， ， ，即原方程通解为

1 2
1 4cos sin cos 2 sin 2
3 9

y Y y C x C x x x x      ．

例 4 求方程 3 2 5e cosxy y y x    的通解．

解 对应的特征方程为 2 3 2 0r r   ，特征根 1 22 1r r ， ，故对应的齐次

方程的通解为

讲授法、
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演示法、
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问题

讨论

10M

课堂

测验

10M

课堂

小结

5M

2
1 2e ex xY C C  ．

因为 ( ) 5e cosxf x x ，所以

1 1 ( ) 5 ( ) 0 max( ) 0l nP x P x m l n       ， ， ， ， ， ． 又 因 为

i 1 i     不是特征根，故 0k  ，即可设

e ( cos sin )xy a x b x   ，

代入原方程，整理得

( )cos ( )sin cosa b x a b x x    ，

因此得方程组

1
0

a b
a b
 

  

，

，

解得

1
2

1
2

a

b

 

  


，

，

即原方程通解为

2
1 2

1e e e (cos sin )
2

x x xy C C x x    ．

【学生】掌握二阶常系数线性非齐次微分方程的求解方法

【教师】组织学生讨论以下问题

1．在二阶常系数齐次线性微分方程的通解推导过程中，当特征方程有两

个相等实根，即 1 2r r 时，我们取 1 2e erx rxy y x ， ，还可以取其他形式吗？

2．若 ( 2)n n  阶常系数齐次线性微分方程的特征根为 n个相异的实根，其

通解形式是什么？

【学生】讨论、发言

【教师】出几道测试题目，测试一下大家的学习情况

【学生】做测试题目

【教师】公布题目正确答案，并演示解题过程

【学生】核对自己的答题情况，对比答题思路，巩固答题技巧

【教师】简要总结本节课的要点

本节课学习了二阶常系数非齐次线性微分方程的相关知识及其应用，了解了伯努

利方程。课后大家要多加练习，巩固认知。

【学生】总结回顾知识点
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